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INTRODUCTION 





Les mathématiques sont considérées par beaucoup de personnes comme 
une discipline difficile, et il est généralement admis, de façon plus ou moins expli- 
cite, que, pour réussir dans cette matière, il faut être "doué", avoir "la bosse des 
math.". C'est pour cela sans doute que les mathématiques constituent souvent un 
moyen privilégié de sélection, d'autant plus que cette discipline peut donner l'illu- 
sion de permettre une évaluation précise (ce qui, d'ailleurs, est faux, comme le 
montrent de nombreux travaux sur ce sujet). Au cours des nombreux débats d'en- 
seignants relatifs à ces problèmes, il est souvent question de programmes trop 
chargés, d'effectifs trop lourds, de notions trop abstraites, de manque de liaison 
entre deux classes successives ; et on doit reconnaître que les travaux déjà effec- 


tués sur ces divers points ont contribué à améliorer l'enseignement des mathéma- 


tiques. 


Mais les enseignants eux-mêmes restent toujours persuadés, pour la plupart, 
qu'il est "très difficile de faire progresser de manière sensible un élève ‘peu doué". 
Dans le meilleur des cas, un tel élève saura utiliser quelques "recettes classiques" 
pour résoudre certains problèmes*, mais son niveau général ne s'améliorera pas vrai- 


ment. 


À quoi sert, dans ces conditions, notre enseignement ? Il permet, bien sûr, 
aux élèves, de connaître de nouvelles notions et d'utiliser certaines techniques qu'ils 
Pourront appliquer dans d'autres disciplines, par exemple en Sciences Physiques. Mais, 
tel qu'on le conçoit actuellement, permet-il vraiment d'améliorer l'aptitude des 


élèves à chercher et à résoudre un problème ? 


* Dans cette thèse, comme on le précisera dans le chapitre 1, le mot problème dési- 
gnera toute question ('"facile" ou difficile") à laquelle on demande de répondre. 





Cette question est d'autant plus importante que, dans notre enseignement 
actuel, l'évaluation repose essentiellement sur la résolution de problèmes. Cette 
question est importante aussi car un des buts essentiels de l'Enseignement des Mathé- 
matiques devrait être, à mon avis en tout cas, d'apprendre à chercher et à résoudre 


des problèmes. 


> 


Plya ([PO2), [P03]) s'est particulièrement intéressé à cette question. Par 
la suite, de nombreux travaux (cf. par exemple ‘Mathematical problem solving" de 
A. Schoenfeld ([SC])) montrent qu'un tel apprentissage est possible et qu'il peut être 
efficace. Il s'agit pour cela de ne pas se contenter de résoudre des problèmes sans se 


préoccuper des méthodes de démonstration utilisées. 


Les travaux effectués, dans ce domaine, concernant la démonstration auto- 
matique de théorèmes en Intelligence Artificielle (cf., par exemple, les articles de 
R. Cuppens ([CU1]), de A. Nguyen-Xuan et J.M. Hoc ([N]), et de D. Pastre ([PA]), 
ont donné lieu à une réflexion et à une analyse particulièrement intéressantes de notre 
manière de raisonner lorsque l'on veut résoudre un problème. Il est clair, en effet, 
que l'élaboration d'un logiciel dans ce domaine s'appuie en général sur une analyse 


fine de notre façon de chercher une démonstration. 


D'autre part, de nombreux chercheurs se sont penchés sur cette notion 


de démonstration dans l'enseignemnet secondaire, et plus particulièrement en collège : 











citons, par exemple, G. Audibert ([AU], chapitre 20 pour la démonstration et chapi- 
tre 3 pour la résolution de problèmes), R. Brunet ([BR]), G. Lion ([L]), F. Pluvi- 
nage ([PL]) et N. Balacheff ([BAL]) ; ce dernier analysant aussi le statut même de la 
démonstration mathématique et ses divers aspects possibles. On pourra également 


consulter sur ce dernier point l'article de L. Chaudron ([CH]). 


Actuellement, dans les divers débats concernant l'apprentissage de la 
démonstration (par exemple au sein du GREM*, ou lors du colloque de géométrie de 
Montpellier de Mai 1988), deux tendances semblent se dégager : pour les uns, la 
démonstration n'est pas prioritaire dans l'enseignement des mathématiques, et on ne 
doit pas accorder à son apprentissage une place spécifique importante. Pour les autres, 
plus nombreux il me semble, il convient, dès le collège, d'insister de manière précise 
sur le statut même d'une démonstration et sur les méthodes de recherche. Les travaux 
actuels effectués à l'IREM de Strasbourg dans ce domaine par M.A. Egret et 
N. Vogel ([E]) semblent indiquer que cette seconde manière de procéder peut donner 
lieu à des activités qui intéressent et motivent des élèves de collège ; il me semble 
que c'est cette approche, précise et structurée, qui devrait être retenue dans notre 
enseignement. En effet, il ressortira de certaines études effectuées dans cette thèse, 
que, compte tenu vraisemblablement d'un apprentissage trop imprécis de la notion de 
démonstration, les enseignants eux-mêmes peuvent avoir des réactions surprenantes: 
dans ce domaine. Ainsi par exemple, nombreux sont ceux qui ne peuvent -résoudre des 
problèmes élémentaires, parce que, souvent par pure tradition, ils n'ont pas l'idée et 


le réflexe de "partir de la conclusion" pour chercher certaines démonstrations. 


Une partie importante de cette thèse sera consacrée à une analyse de la 
situation actuelle, chez les enseignants et les étudiants en mathématiques, concernant 


certaines méthodes de résolution de problèmes. 


Plus précisément, dans les trois premiers chapitres, nous étudierons deux 


* Groupe de recherche sur l'enseignement des mathématiques. 





points : la méthode de démonstration consistant à "partir de la conclusion" et la 
résolution des problèmes d'existence et d'unicité. En proposant les mêmes tests à 
des étudiants et à des enseignants de lycée et d'université et en comparant les 
résultats obtenus, il apparaîtra que, dans notre enseignement, nous mettons trop 

peu l'accent sur l'apprentissage de méthodes de démonstration ; par suite, étudiants 


et enseignants sont parfois incapables de résoudre des problèmes de niveau élémen- 


taire. 


Dans les chapitres 4 et 5, nous aborderons respectivement la question de 
l'utilisation des quantificateurs dans certaines démonstrations d'analyse, et celle de 
la résolution des problèmes de dénombrement. Comme précédemment, on verra appa- 
raitre dans l'analyse des tests un même type de comportement chez les étudiants et 
chez les enseignants. Cette analogie de comportement semble indiquer assez clairement 


que, dans ces deux domaines en tout cas, lorsque les étudiants éprouvent des difficul- 


tés, les enseignants aussi. 


Les trois derniers chapitres, d'un type assez différent des précédents, seront 


consacrés à l'enseignement et à la manipulation de la notion de limite. 


Nous proposerons d'abord, dans le chapitre 6, une introduction de cette 
notion à partir des suites monotones. Une telle approche, liée d'une certaine manière 
à l'idée intuitive que l'on a souvent sur cette notion, évite de créer une cassure entre 
le langage courant et la notion mathématique. L'expérimentation effectuée dans une 


classe de 1ère S semble indiquer que les élèves réagissent assez bien à une telle présen- 


tation. 


Dans le chapitre 7, nous proposerons une méthode algorithmique simple 
permettant d'étudier et de manipuler les limites de fractions rationnelles dans tous 
les cas possibles. Ce type d'activités devrait permettre d'améliorer sensiblement la 


compréhension de la propriété caractéristique des limites en (€,n. Dans ce chapitre 


a Sa 


aussi, les résultats de certains tests feront apparaître une analogie de comportement 


chez des élèves de 1ère S et chez des élèves professeurs de Mathématiques. 


Enfin, le chapitre 8 sera consacré à une présentation synthétique de la 
notion de limite, dans le cadre des espaces vectoriels normés, à partir de la notion 


de P-ensemble de parties, notion plus simple que celle de base de filtre. 


Nous croyons utile de signaler les points importants suivants : 


1. La plupart des questions étudiées dans cette thèse sont relatives à l'ensei- 
gnement après le baccalauréat ; elles peuvent concerner aussi les classes de 1ère 


et de Terminale. Mais nous ne nous sommes pas penchés sur les problèmes d'enseigne- 


ment en Collège. 


2. La motivation de cette recherche provient essentiellement de mon expérience 
personnelle d'enseignant et d'animateur de stages IREM. Il sera fait souvent référence 
à ce type d'expérience. Mais j'ai essayé de séparer le plus clairement possible les 


résultats et l'analyse des diverses expérimentations effectuées et les considérations 


liées à ma pratique enseignante. 


3. La comparaison des réactions des enseignants et des étudiants me semble 
fondamentale : pour bien comprendre les difficultés liées à la transmission d'une notion, 
il est en effet très important d'étudier le comportement des deux parties en présence : 
l'enseignant et l'étudiant. On verra que, souvent, les enseignants éprouvent les mêmes 
difficultés que les étudiants. Il n'est alors pas étonnant que certaines notions, ensei- 


gnées dans ces conditions, soient mal comprises. 


Une étude un peu analogue a été effectuée concernant l'enseignement dans 
le primaire par F. Carayol ([CA]) dans sa thèse : elle étudie les comportements 


d'élèves et de futurs maîtres de l'école élémentaire face à des questions mathématiques. 


4. Dans la plupart des domaines étudiés dans cette thèse, quelques propositions 
seront faites, en vue d'une amélioration éventuelle de la situation. Bien évidemment, 
tous les problèmes liés à l'enseignement des mathématiques ne seraient pas réglés 
pour autant ! Ainsi, par exemple, nous n'avons pas abordé des questions importantes 
telles que l'abstraction, l'importance du facteur temps, la lourdeur de certains 
programmes (cf. à ce sujet l'article de R. Barra ([BA]) ‘Comment enseigner les mathé- 
matiques"'). Le problème particulièrement important de l'évaluation n'a été abordé 


qu'en annexe (cf. ‘La constante macabre"). 


Si nous ne devions citer qu'un seul point parmi ceux qui sont étudiés dans 
cette thèse, celui qui nous semble le plus important et que nous avons déjà dénoncé 
dans "Mathématiques et Prestidigitation" ([AN2]), est.le suivant : dans notre enseigne- 


ment, nous insistons vraiment trop peu sur la manière de Chercher et de résoudre un 


problème. 


N.B. ES générale concernant tous Les tests analysés dans cette thèse : 


KAES sont anonymes et se sont déroutëés en ma présence. 
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C. Raisonnement par l'absurde et contraposée 


1. NOTION DE PROBLEME 


Nous emploierons dans ce qui suit le mot problème dans un sens différent 
de celui que d'autres auteurs lui attribuent. Pour Schoenfeld par exemple ([SC]P74), 
‘le mot problème est utilisé dans un sens relatif comme un travail qui est difficile 
pour la personne qui essaie de le résoudre". Il ajoute que, dans le cas où on dispose 
d'un procédé classique de résolution, il considère*alors qu'il s'agit d'un exercice et 
non d'un problème. Ainsi par exemple, l'inversion d'une matrice carrée d'ordre 27 
n'est pas considérée par lui comme un problème. Schoenfeld donne ainsi à ce mot 
le même sens que Pblya ([PO3] P131) qui, dans ses remarquables travaux, s'intéresse 
surtout aux types de problèmes auxquels sont confrontés les chercheurs en Mathé- 
matiques. Il considère essentiellement "les problèmes à démontrer" dans lesquels 
il s'agit de prouver ou de réfuter une propriété et les "problèmes à résoudre'' dans 


lesquels on demande de trouver une certaine inconnue x qui satisfasse à une condi- 


tion clairement énoncée. 


En ce qui nous concerne, nous emploierons le mot problème dans toutes 
les situations possibles, sans le relier à une notion (subjective) de difficulté. Ainsi 
par exemple, chaque question, même très simple, d'un sujet d'examen, sera consi- 


dérée comme un énoncé de problème que l'on demande de résoudre. 


Il y a évidemment plusieurs manières possibles de classer les problèmes 
que l'on rencontre usuellement. On peut aussi imaginer d'autres manières de poser 
les problèmes dans notre euseignemnet. Ainsi, par exemple, G. Arsac et M. Mante 
([AR]) s'intéressent aux ‘problèmes ouverts" ; les travaux très intéressants effectués 


dans ce domaine pourraient donner lieu à une modification profonde de notre manière 


d'enseigner et d'évaluer nos élèves. 
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En ce qui nous concerne ici, nous ferons une étude de certains aspects 
de notre enseignement actuel tel qu'il est. Ainsi par exemple, il ne sera pas question 
de proposer d'autres manières possibles de poser des problèmes. Ceci ne signifie pas 
pour autant que les recherches dans ce domaine et dans celui de l'évaluation soient 
sans intérêt, bien au contraire. Nous avons d'ailleurs cru bon de mettre en annexe 


de cette thèse un article ("la constante macabre") concernant l'évaluation. 
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2. CONCLUSION CONNUE OÙ NON CONNUE 


A. Proposition d'une classification 


On peut classer les problèmes en deux catégories : ceux où la conclusion 
est connue et ceux où elle ne l'est pas. Une telle partition de l'ensemble des pro- 
blèmes est "intrinsèque", dans la mesure où elle dépend uniquement de la nature du 
problème et où elle n'est pas liée à des notions subjectives de facilité ou de diffi- 
culté. Une telle classification nous semble importante car il y a souvent des méthodes 
de résolution adaptées à chacun des deux cas, comme nous le verrons ci-dessous. 
D'autre part, elle est facile à utiliser pratiquement car on peut reconnaître aisément 
dans laquelle des deux catégories se trouve un problème. On peut bien sûr affiner 


une telle classification en déterminant, dans chacune des deux parties, plusieurs types 


de problèmes. 


Indiquons quelques exemples de problèmes où la conclusion est connue et 


où elle ne l'est pas : 


. La conclusion est connue lorsqu'on demande de démontrer qu'une certaine 
propriété est vraie, par exemple : 


"Démontrer qu'un certain quadrilatène est un parallélogramme" 


"Démontner que, pour tout (a,b) de m?, (a+b)? = a? + 2ab + p?r 


"Démontrer qu'une équation admet au moins une sokution" 


Dans les problèmes de ce type, le début de l'énoncé peut se mettre sous la 


forme ‘"Démontrer ques 7 


tt: qu taie" 


. Donnons des exemples où la conclusion n'est pas connue : 


nRésoudre une équation ou une inéquation (ou un système d'équations ou 


d'inéquations) 
"Déterminer un ensemble de points du plan vérifiant une propriété donnée" 
Calculer Le nombre d'éléments d'un ensemble" 


"Est-ce que La fonction définie par f(x) = |x| est dérivable sux R?" 


Dans ce dernier exemple, il s'agit d'une conjecture. C'est ce que Pélya 
appelle ‘problème à démontrer" : deux cas sont possibles, la propriété est soit vraie 
soit fausse. Dans les trois premiers, il s'agit, selon sa terminologie, de "problèmes 
à résoudre". Pblya s'intéresse très peu aux problèmes où la conclusion est connue. 


C'est pourtant un type de problème que l'on pose souvent dans notre enseignement. 


Il est clair que, pour un problème donné, le fait de connaître la conclusion 
ne peut que simplifier sa résolution. Mais il ne faudrait surtout pas croire qu'un pro- 
blème où la conclusion n'est pas connue est toujours plus difficile qu'un problème où 
la conclusion est connue. Ainsi, par exemple, il est plus facile de construire une 


courbe classique ou de résoudre une équation du second degré (dans les deux cas, la 


conclusion n'est pas connue) que de démontrer la convergence uniforme de certaines 


suites de fonctions (ici, la conclusion est pourtant connue). 


B. Quelques statistiques 


Nous avons fait à ce sujet une analyse de problèmes de Bac et de Concours 


d'entrée dans les grandes écoles. (cf, Annexe 4). 


Sur 10 sujets de Mathématiques de Bac C (session de 1984) la conclusion 


est connue dans 37% des questions et non connue dans 63%, en appelant question 





= he à 


toute demande nécessitant une réponse de l'élève (ainsi, par exemple, dans un même 


alinéa d'un énoncé, il peut y avoir plusieurs questions au sens où nous l'entendons). 


Sur 17 épreuves de Mathématiques posées aux Concours d'entrée aux grandes 


écoles en 1985 (Normale Sup., Polytechnique, …), les proportions sont carrément inver- 


sées : il y a 64% de questions où la conclusion est connue et seulement 36% où elle 


ne l'est pas. 


Ceci peut s'expliquer par le fait que dans un sujet de Bac, on pose beaucoup 
de questions très classiques où la conclusion n'est pas connue : construction de courbes 
par exemple. Quant aux sujets posés aux concours d'entrée aux grandes écoles, ils sont 


plus souvent constitués de problèmes dans lesquels on fait démontrer, en plusieurs 


questions, un résultat ; il est alors normal, pour ne pas bloquer les étudiants, d'indiquer 


à chaque étape le résultat qu'on demande d'établir. 


Une étude analogue pour les problèmes de Physique montre que, dans ce 
cas, le pourcentage de questions où la conclusion est connue est bien plus faible (de 
l'ordre de 10%) qu'en Mathématiques ; et, en Chimie, il y en a encore moins qu'en 


Physique (5% environ) : la plupart des questions consistent à faire calculer une certai- 


ne grandeur. 


C. Méthodes de démonstration pouvant être utilisées lorsque la conclusion est connue 
qq 


En plus de la méthode classique consistant à partir des hypothèses et à 


afTiVer, par implications successives, à la conclusion, on dispose, lorsque la conclusion 


éSt Connue, des deux méthodes de démonstration importantes suivantes : 
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1. On peut partir de la conclusion 


Plus précisément, pour démontrer que (H) ==> (C) ( (H) désigne l'en- 
semble des hypothèses et (C) la conclusion), il suffit de démontrer que (H) => (C,) 


où (C,) est une propriété impliquant (C). On étudiera cette méthode dans le chapitre 


suivant. 


2. On peut raisonner par l'absurde 


On suppose (H) et non (C) et on en déduit une propriété contredisant 
l'une des propriétés supposées vraies au départ ou établies en cours de démons- 
tration ; ceci signifie alors que le fait de supposer la conclusion (C) fausse est 


absurde ; donc la conclusion est vraie. 
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3. REMARQUES CONCERNANT LE RAISONNEMENT PAR L'ABSURDE 





A. Doit-on l'éviter ? 


Lorsque l'on fait une démonstration par l'absurde (pour résoudre un problè- 
me où la conclusion est connue), on se trouve en présence d'un problème où la 
conclusion n'est pas connue. On ne dispose donc plus de la méthode consistant à par- 
tir de la conclusion. Le raisonnement par l'absurde ne doit donc être utilisé que dans 
le cas où on ne voit pas comment démarrer, ni en partant des hypothèses, ni en par- 
tant de la conclusion ; le fait d'ajouter l'hypothèse supplémentaire non (C) peut par- 


fois permettre un démarrage. 


Il semble cependant que, pour une majorité de personnes, il y ait une sorte 
de "symétrie" entré raisonnement direct et raisonnement par l'absurde. C'est ce qui 


ressort du test suivant proposé par écrit : 


"En général, est-il préférable d'éviter Le raisonnement par L'absurde ?7" 


OUT NON JE NE SAIS PAS 


Q 


Je demandais aux personnes interrogées de justifier succintement leur 


réponse. 


Sur 101 enseignants interrogés (60 de lycée, 41 du Supérieur), il n'y en a 
que 33% qui répondent "OUI" mais aucun ne donne la raison indiquée ci-dessus. Les 
justifications reposent essentiellement sur le fait que c'est "moins clair", "moins 


direct". 


TC = 


La situation est tout à fait analogue chez les étudiants : sur 267 étudiants 
interrogés (150 en Deug 2ème année, 30 en Spéciale M, 10 à l'école d'ingénieurs Sup- 
Aéro, 34 préparant le CAPES de Math et 43 la licence de Math), 34% répondent "OUI" 


et deux seulement donnent la raison indiquée ci-dessus. 


Tout le monde pratiquement semble penser qu'entre une démonstration 
directe et une démonstration par l'absurde, il n'y a qu'une différence de sens" en 
quelque sorte et que c'est surtout une question d'esthétique ou de goût personnel. 

Il est vrai cependant, comme le soulignent certains, que le raisonnement par l'absurde 


peut parfois être très utile. 


Il convient de rappeler que certains mathématiciens, les intuitionnistes, ont 
été amenés à refuser le raisonnement par l'absurde (voir à ce sujet l'article de 
R. Cuppens [CU2]) Mais toutes les justifications proposées par les personnes interrogées 
semblent indiquer qu'actuellement le raisonnement par l'absurde est tout à fait admis 


et ‘convaincant !!. 


B. Peut-on toujours l'utiliser _? 


Sur la même fiche de test, on demandait aux personnes indiquées ci-dessus : 


Dans Les diverses questions de problèmes que vous avez à résoudre, 
Le raisonnement par L'absurde peut-il toujours être utilisé ? 


La réponse est "NON! : en effet, comme on l'a vu ci-dessus, ce n'est 


possible que si la conclusion est connue. 


Il n'y a que 5 enseignants sur 101 (5%), 2 de lycée et 3 du Supérieur, qui 
répondent "NON" en justifiant convenablement leur réponse, et 30 étudiants sur 267 


(11%) 


M, ARR 24 ee 





rh 








GRR x Le | 


SAR = 


Ceci semble traduire le fait que c'est une question que très peu de person- 
nes se posent : on résout usuellement des problèmes sans se préoccuper du type de 
problème auquel on a affaire ; on raisonne par l'absurde quand on a la "sensation 


que ça peut être intéressant. 


C. Raisonnement par l'absurde et contraposée 


Au cours de nombreux entretiens que j'ai pu avoir avec des étudiants et 


des enseignants à ce sujet, les points suivants sont apparus clairement : 


. Tout le monde pratiquement connaît la définition de la contraposée d'une impli- 


cation. 


. Il y a peu de personnes qui savent exactement en quoi consiste un raisonnement 
par l'absurde ; la plupart ne voient pas trop la différence entre un raisonnement par 
l'absurde et la notion de contraposée. Ceci peut expliquer, peut-être, la "symétrie" 
qui existe pour certains entre un raisonnement direct et un raisonnement par l'absurde : 
en effet, dans la mesure où ils assimilent une démonstration par l'absurde à une 
démonstration de la contraposée d'une implication connue à l'avance, il est alors clair 
que les deux démonstrations "p =>q" et "non q == non p" sont du même type: 


on connaît dans les deux cas la conclusion. 


En réalité, pour la résolution effective de problèmes, la notion de contra- 
posée ne sert pas à grand chose, contrairement au raisonnement par l'absurde (cf. 
Annexe 2 ou [AN3]). 
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INTRODUCTION 


Nous allons consacrer ce chapitre à une méthode de résolution de problèmes 
qui nous semble très importante : celle qui consiste à "partir de la conclusion" ou 
encore, avec la terminologie utilisée en Intelligence Artificielle, le chaïnage arrière. 


« 


Il ressortira des tests et des divers entretiens que nous avons eus à ce sujet qu'une 
grande majorité d'enseignants, et donc d'étudiants, utilisent très peu cette méthode, 


ce qui, souvent, peut compliquer considérablement la résolution de certains problèmes. 


Nous essaierons d'expliquer cette situation et nous ferons quelques suggestions 
pour que, dans notre enseignement, on utilise davantage cette méthode de résolution, 


y compris au niveau de la rédaction d'une solution. 
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1. "PARTIR DE LA CONCLUSION" - EXEMPLES 


A. DE QUOI S'AGIT-IL EXACTEMENT 2 


Dans les problèmes où la conclusion est connue, si on note (H) l'ensemble de 
toutes les hypothèses (spécifiques au problème considéré et non spécifiques) dont on 


dispose, faire une démonstration de (C) consiste à établir une suite finie Pi5PoseP, 


de propriétés telles que chacune d'elles se déduise des précédentes et de (H) et 


telle que P, soit la propriété (G) : 


HUE, be ep enr. + 10) 


Dans certains problèmes, surtout lorsque "la distance de (H) à (C) est trop 
grande", on a parfois beaucoup de mal à trouver certaines des propriétés P.. Il peut 


alors être avantageux d'essayer de faire faire un “bout de chemin à (C)" ; plus préci- 
£ y ; P P 


sément, on peut essayer de remplacer (C) par une propriété P qui implique (C), 


ou, a fortiori, qui est équivalente à (C). Il suffit alors de démontrer, à partir de (H), 


la propriété Pi On peut aussi remplacer Re par une propriété P_2 qui implique 


P_1- 11 suffit alors de démontrer que (H) implique P_) ; ainsi de suite. On peut 


parfois, en procédant ainsi, remonter jusqu'à (H). 


Il est clair qu'une démonstration qui a été trouvée en partant de la conclusion 
peut toujours être reconstituée et rédigée en partant de (H) : il suffit d'écrire les 
diverses propriétés dans "le bon ordre". Mais, très souvent, des propriétés qui sont 


apparues de manière naturelle en partant de (C) peuvent alors sembler tout à fait 
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"parachutées" et faire penser à de la "prestidigitation" ([AN2]). Nous en verrons des 


exemples ci-dessous. 


Il convient de remarquer dès à présent que, lorsque l'on "part de (C)", il ne 
s'agit pas de remplacer (C) par une propriété P qui se déduit de (C) et de démontrer 
que (H) implique P. 


(1) (H) = (C) — P 


(Dans ce cas, on pourrait dire que l'on a "éloigné" (C) de (H) au lieu de 


le "rapprocher"!). 


B. Lien avec avec le raisonnement par l'absurde et le raisonnement plausible 


La manière de procéder décrite en (1) peut être très utile, mais dans un 
contexte tout à fait différent : plus précisément, supposons que l'on ne soit pas sûr 
que la propriété (C) soit vraie. On est alors en présence d'une conjecture : il ne 
s'agit plus de démontrer (C) mais de dire si (C) est vraie ou est fausse et de justi- 
fier sa réponse. Les chercheurs sont souvent confrontés à ce genre de situation. 

Dans ce cas, pour pres$entir la réponse, on peut essayer de trouver des propriétés 

qui se déduisent de (C). Si l'une de ces propriétés n'est pas vraie, on en déduit que 
(C) n'est pas vraie : c'est ainsi que l'on démontrerait par l'absurde que (non (C)) 

est vraie. S'il apparaît qu'une propriété vraie peut se déduire de (C), ceci ne signifie 
pas que (C) est vraie ; par contre, il est assez légitime dans ce cas de considérer 

que (C) a davantage de "chances"! d'être vraie ou encore est "plus croyable".* 

POLYA fait une étude remarquable de ce genre de raisonnement qu'il appelle "raison- 


nement plausible" ([PO1],[PO2]). 


* terminologie utilisée par Polya. 


SF 


Ainsi on peut dire qu'il y a deux autres types de raisonnement dans lesquels, 
d'une certaine manière, on ‘part de la conclusion!" : le raisonnement par l'absurde, 
d'un usage courant dans notre enseignement (dans ce cas, en supposant (H) vraie, 
on part en réalité de (non(C)) et non de (C)), et le raisonnement plausible, qui n'est 


pas à proprement parler un raisonnement démonstratif mais qui , cependant, peut être 
très utile dans les conjectures. 


C. Exemples 


Nous allons étudier deux exemples ‘apparemment simples'"'*, de niveau lycée 
(ou même collège), afin de mieux mettre l'accent sur les méthodes de résolution. 
Le premier sera l'exercice proposé dans l'un des tests ci-dessous. Il nous semble inté- 
ressant de commenter la résolution de cet exercice en tenant compte (avec un peu 
d'anticipation sur l'analyse détaillée des résultats des tests qui va suivre) du compor- 


tement de beaucoup de personnes interrogées face à ce problème. 


Exemple 1 : 


Soit a, b, ce trois nombres > O0 tels que a £ b+c. 


b d 


Démontrer que : Tan Tab * qe 


1+a 


Les hypothèses spécifiques, ici, sont les suivantes : a, b, et c sont des 


nombres > 0 et a < b+c. La conclusion est la propriété 


À SA ur Ds. 15e 
(C) : I+a < 14b * 1#c 


* Les résultats des enseignants et des étudiants aux tests ci-dessous nous incitent 


à une certaine prudence concernant la notion de "simplicité". 


ER 


Pour démontrer cette propriété, on dispose des hypothèses spécifiques précé- 
dentes et de toutes les propriétés supposées connues au moment où on aborde ce 
problème : nous appelons ces propriétés "les hypothèses non spécifiques". (H) désigne 
l'ensemble de toutes les hypothèses. 


Il est peut-être normal, dans un premier temps, de partir de (H) en essayant 
de déduire des hypothèses spécifiques une propriété se "rapprochant" de (C). L'hypo- 
thèse spécifique qui semble le plus liée à la nature de (C) est l'hypothèse "a Ç b+c". 
Il est "normal" d'essayer d'utiliser cette hypothèse-là, en tenant compte de la pro- 
priété à démontrer : c'est ce que beaucoup ont fait : on a par exemple des débuts 


de démonstration tels que : 


a b c 
(H,) FE « dia + ua (car 1+a > 0) 
(H,) a+1 < b+c+1 ou (H',) : (a+1) < (b+1) + (C:+1) 


On peut alors se rendre compte "intuitivement"' qu'il est difficile d'avancer 

à partir de ceci : par exemple, pour démontrer (C) à partir de (H,), il suffirait par 
exemple que : 

AB), 47120, 2 Dr 6 o46s 

1+a 1+a ©  1+b 1+c 


Or ceci n'est pas forcément vrai (il suffit pour s'en assurer de prendre 
a =0 et b=c= 1). 


Dans une telle situation, il me semble alors tout à fait normal d'essayer de 
partir de la conclusion", d'autant plus qu'ici on n'a même pas besoin d'imaginer 
une propriété suffisante pour que (C) soit vraie : on a la possibilité de transformer 


(C), de manière tout à fait classique, par équivalence. Dans ce cas, je pense que 
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ceci devrait être absolument considéré comme un réflexe compte tenu du blocage 
rencontré quand on part des hypothèses. Les résultats des tests ci-dessous montreront 


clairement que ce n'est pas un réflexe, loin s'en faut . 


Nous allons proposer une solution. 


fa, b,e étant >0, (C) est équivalente aux propriétés (C,), (C,) et [C,) 


suivantes obtenues nespectivement en multipliant Les deux membres de (C) 
par Le dénominateur commun (1+a)(1+b){(1+c) > 0, puis en simplifiant 
l'inégalité obtenue : 


(C,) a(1+b){(1+c) < b(l+a)(1+c) + c(1+a)(1+b) 
[C,) a(l+b+c+bc] < bil+a+c+ac) + c(1+a+b+ab) 


(C,) a < b+c+ 2bc + abc 


| 0», puisque a, b, ce 4ont > 0 et que a < b+ce, [C,) est vraie. 


| La propriété (C) est donc vraie. 


S 


On peut, bien sûr, comme nous l'avons dit précédemment, rédiger cette 


démonstration en partant de (H) : on pourrait alors avoir quelque chose du genre : 


membre de l'inégalité "a & b+c" Le nombre > 0 Z2bc+abc on obtient (C,]. 


= a, b, ce 4ont > 0, 2bc+abc est > 0 ; d'où, en ajoutant au 2ème 
| Ajoutons aux deux membres de L'inégalité (C; } La quantité positive 
| 
! 


ab+ac+abc. En regroupant convenablement Les termes on obtient (C,}, 


en factonisant convenablement, (C,). I£ su$éit alors de diviser 


1 
Les deux membres de (C,) par La quantité > 0 [1+a){[1+b)[1+c) pour obtenir 


Lee 
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Cette solution fera peut-être sourire certains. Cependant, il ressort des entre- 





tiens que nous avons eus avec des enseignants et des étudiants et de l'analyse de 
livres, que, souvent, dans une situation de ce genre, on procède ainsi (tout au moins 


au niveau de la rédaction de la démonstration). Des étapes que l'on peut considérer 


: < —_mr, mn, sms) lement — mi, nn — +, 


comme tout à fait naturelles en partant de (C) apparaissent alors comme très 
T “astucieuses'"'. On peut facilement imaginer alors la réaction d'élèves à qui on présen- 


1! 
I | terait une telle solution sans dire d'où elle sort ! 


{ Exemple 2 


[ : | ; 
| L'exercice suivant est extrait d'un devoir, posé dans une classe de 2nde 
| ? P ? 


J concernant l'étude d'une manière possible de trouver un encadrement du nombre V3. 


‘2 x un nombre } V3. Montrer que : 


o 

ei 1°} 3 < V3 

É 1 3 

£ 2 = + — £ 

‘ | 2°] 3 (x 4 US : 

| 

i 30) Lix+25) > Vs 

à | # 

} 

L D 

{| 

à. | Dans les trois questions la conclusion est connue. On peut remarquer qu'ici 
?. les questions sont formulées de telle sorte que, pour chacune d'elles, il n'y a pas à 
; proprement parler d'hypothèses spécifiques. On sait, bien sûr, que l'on dispose des 
j | résultats établis dans les questions précédentes mais on ne sait pas lesquels vont être 
À utiles. Cette situation se retrouve fréquemment dans des énoncés de problèmes. 


Ki 
e 


Nous nous intéresserons surtout à la troisième question ; mais on peut dire 
un mot des deux premières. Dans ces deux cas, on peut, sans difficulté, partir des 


hypothèses : elles peuvent se transformer assez naturellement en tenant compte du 


NS ter gr M GENS 


NL D Ds LR Re | 
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résultat à établir. Indiquons brièvement une solution. 


1ère question : 


x > V3 = 


= |— 


Ÿ 


2ème question : 


Signalons que, en réalité, pour trouver ces deux démonstrations, on transforme 


vraisemblablement la conclusion au départ, mentalement en tout cas. Ainsi, pour la 


53 : ‘ 1 1," : : 
première, l'idée d'écrire = £—— est vraisemblablement due au fait que l'on 
V3 

"1 3 1 "1 } é 
a remarqué auparavant que rh d' S.à De même, dans la deuxième démonstra- 
; : 3 ï ' 
tion, l'étape "Lx +1 (=) < x " est vraisemblablement pressentie en transformant 

, P P 


D 
LS) 
* 


au départ la conclusion. Mais dans ces deux cas, surtout dans le premier, la transfor- 
mation de la conclusion est simple et on peut se contenter de la faire mentalement, 
sans l'écrire (on a vu dans l'exemple précédent qu'il n'en est pas toujours ainsi !). 

Il me semble néanmoins que, même dans ce genre de situation, il conviendrait de 
préciser aux élèves comment une telle démonstration peut se trouver. Certains pour- 
raient croire en effet qu'il suffit de "combiner!" entre elles toutes les hypothèses et 


qu'ainsi, avec un peu de chance, on "arrivera à la conclusion". 


6 - _ y» ses ne à - —— R, E « : *. - <- 


NU 


mm te UE, le, Cntntasnssn( pt miénnng 
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La troisième question est tout à fait différente. Si, après avoir développé 


! 
mentalement = (x + à , On essaie de partir des hypothèses dont on dispose, 


on n'obtient rien. On va voir qu'une transformation plus "profonde" de la conclusion 
est utile dans ce cas et cette transformation (sauf peut-être pour des personnes 
particulièrement entraînées à cela !) ne peut être faite uniquement mentalement : 
on doit l'écrire. Ceci ne signifie nullement, comme on va le voir, que cette trans- 
formation soit difficile. Précisons cela en indiquant une solution possible de cette 


question. 


x étant > 0, il est clair, d'après Les proprièôtés classiques de £a 
relation "< " dans R, que (C) est équivalente aux propriétés 


suivantes : 

(C,) : 5 (x7+3) } V3 x 
(C,) : sofa 50 
he. M 2: V5) ÿ0 


(C,) étant toujours vraie, on en déduit que (C) est vraie. 


Coinme on le verra ci-dessous, il semble que de nombreux enseignants ne 
rédigeraient pas la démonstration ainsi : ils partiraient des hypothèses. On aurait 


alors des solutions du type : 


On remarque que, comme tout carré, on a : "(x - V3)? > 0". On en 
déduit alons immédiatement (C,) et (C,), puis (C) en divisant Les 


deux membres de [C,) par Le nombre x > 0. 
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Comme dans l'exemple précédent, il est facile d'imaginer la réaction d'un 


élève à qui on présenterait une telle solution sans dire d'où "sort" la première 


étape "(x - 3)? > 0"! 


Remarque 


Dans la troisième question, on peut constater que le résultat est vrai pour 
tout nombre x > 0. En d'autres termes, on n'a pas utilisé complètement l'hypothèse 
x > V3 "et on n'a pas utilisé les résultats des questions précédentes. Ceci arrive 
fréquemment dans des énoncés comportant plusieurs questions : on n'indique pas dans 


chaque question les hypothèses utiles pour la question. 


Ceci est une raison supplémentaire importante pour partir de la conclusion : 
on utilise alors les hypothèses au fur et à mesure des besoins plutôt que de s'achar- 
ner à essayer de les "combiner" pour arriver jusqu'à (C) (dans le cas où le passage 


de (H) à (C) n'apparaît pas immédiatement, bien sûr). 
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2. QUELQUES REACTIONS D'ENSEIGNANTS ET D'ETUDIANTS 


A. Le poids de la tradition 


Il me semble important de commencer ce paragraphe par une anecdote. 
Il y a huit ans, lors d'une colle orale que je faisais passer en classe de Mathémati- 


ques Supérieures, j'ai posé à un élève la question classique suivante : "'si d est une 


; S d | 
distance sur un ensemble E, alors d' = Tijd ‘°n est une aussi". 


Depuis douze ans d'enseignement, j'avais souvent démontré cette propriété 
et j'avais plusieurs fois posé cette question en colle orale. Aucun élève jusqu'à ce 


jour n'avait pu démontrer l'inégalité triangulaire pour d' sans indication de ma part: 
je suggérais d'étudier la fonction f(x) = <= . Cette fonction étant croissante sur IR+, 


l'inégalité triangulaire pour d' se déduit alors aisément de celle de d (on en donnera 
une solution détaillée ci-dessous). Je considérais d'ailleurs tout à fait normal de 
donner cette indication, et je rassurais même les élèves qui étaient bloqués à cet 


endroit-là en leur disant que c'était astucieux". 


Mais ce jour-là, l'élève, sans indication, semblait avoir terminé sa démonstra- 


tion sans utiliser la fonction f(x) = Te . J'étais donc à peu près sûr qu'fi s'était 


trompé et j'ai relu attentivement plusieurs fois sa solution à la recherche d'une erreur 


que je m'attendais à trouver pour deux raisons au moins : d'une part il n'avait pas 


utilisé la fonction miracle " = ", et d'autre part il avait démarré sa démonstration 


en partant de la conclusion et je le soupçonnais donc d'être parti dans le mauvais 
sens. Après avoir pris soin de vérifier toutes les implications dans sa démonstration, 


je n'ai trouvé aucune erreur. 
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Je me rendis alors compte qu'il était possible de démontrer de manière 
élémentaire cette propriété que j'avais considérée comme astucieuse pendant douze 
ans et que l'on m'avait enseignée d'ailleurs de cette manière lorsque j'étais t. 
étudiant *. 


Je me suis aperçu ce jour-là à quel point la tradition et les habitudes 


peuvent jouer un rôle déterminant dans notre enseignement. 


Je pris conscience d'autre part du fait suivant : on n'ose pas partir de la 
conclusion quand on fait une démonstration, même lorsqu'une telle manière de pro- 


céder simplifie considérablement les choses. 


J'ai voulu approfondir ce point et, la même année, au cours d'un stage IREM 


regroupant 25 enseignants de collège, je leur ai demandé de démontrer l'inégalité 
triangulaire pour d' = a en ayant pris soin de leur rappeler la définition d'une 


distance. Après une demi-heure de recherche, aucun d'eux ne put résoudre cet exer- 


cice : tous essayaient vainement de partir des hypothèses. 


Les divers tests proposés dans ce chapitre sont relatifs à la démonstration 


2 


de cette propriété, à quelques variantes près. 


B. Quelques points de vue d'enseignants et d'étudiants 


- 


Nous allons faire part à présent de quelques réactions significatives d'Ensei- 


gnants et d'Etudiants sur le fait de "partir de la conclusion" dans une démonstration. 


* Lorsque j'ai passé l'Agrégation, cet exercice constituait une question de problème 
d'Analyse. Je me souviens encore de la réflexion d'un camarade (actuellement collègue 
à l'Université) : "On a eu la chance de suivre le cours de Monsieur "'X", sinon, pour 


faire une telle question !", Et j'étais bien d'accord avec lui. 
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Pour les enseignants, ces réactions ont été relevées au cours de cinq entretiens 
individuels (deux avec des professeurs de Collège, deux avec des enseignants du Supé- 
rieur et un avec un enseignant de lycée) et de deux stages IREM consacrés à cette 
question, destinés à des enseignants du secondaire (un stage de quatre personnes et 


un de quinze). 


Pour les Etudiants, les réactions ont été relevées à l'occasion d'un entretien 


avec dix élèves-ingénieurs de Sup-Aéro*. 


Ces discussions, à l'exception de deux entretiens individuels ont eu lieu à la 


fin des séances d'expérimentation qui vont être décrites ci-dessous. 


1. Réactions d'Enseignants 


Chez les professeurs du Secondaire, Surtout au Collège, on retrouve souvent 
des réactions telles que : "Si on part de la conclusion avec les élèves, c'est la pant 


que". 


On signale aussi que les élèves ont assez de mal à comprendre ce qu'est une 


démonstration et que, souvent, ils confondent l'hypothèse et la conclusion : 


"En 2nde et en 1ère, ça me gêne beaucoup d'avoir à partir de La conclusion. 
Les élèves 4e sentent annaquêés et ils mélangent ensuite hypothèse et conclusion". 


Une collègue du Secondaire fut visiblement surprise par le fait que, dans un 
stage IREM, je puisse conseiller de partir parfois de la conclusion, et elle affirma 
qu ‘elle n'avait jamais fait une pareille chose. Elle fut bien plus surprise lorsque 
je lui fis remarquer qu'elle l'avait vraisemblablement fait plusieurs fois sans s'en 


rendre compte, en lui donnant l'exemple suivant : quand, dans une démonstration 


* Cet entretien a fait l'objet d'un enregistrement au magnétophone. 
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de géométrie, pour démontrer qu'un quadrilatère est un rectangle, on dit qu'il suffit 


qu'il vérifie telle propriété, on part de la conclusion. 


Il semble que, pour beaucoup d'enseignants, le fait de partir de la conclusion 


ne soit pas très sérieux. Certains avouent même qu'ils le sanctionnent sur une copie. 


En parlant de copies, on a pu relever aussi des réactions telles que : 


"C'est plus difficile à conriger quand on part de £a conc£usion" 


Voici deux autres réactions, la première d'un enseignant d'Université, la se- 
conde d'un professeur de classe préparatoire : 


Quand je rédige, à La fin, je pars des hypothèses bien sûr" 


... Quand on cherche tout est permis. Mais on ne peut pas Le Livrer comme ça 
aux élèves". 


Et ce dernier ajoute qu'il n'avait pas trop de temps à consacrer à la phase 
de recherche. 


Au cours d'un entretien individuel, un collègue du secondaire chercha en ma 
présence la 3ème question de l'exercice 2 du paragraphe 1 (sur l'encadrement de V3). 
Après avoir rapidement constaté qu'il n'obtenait rien en partant des hypothèses, 

il démontra la propriété en transformant la conclusion. Mais, par la suite, il affirma 


que, dans une classe, il donnerait la solution en partant des hypothèses (c'est à dire 
en démarrant par : "Ce - V3)? > 0"), et ajouta que le fait de partir de la conclu- 


sion quand on rédige une démonstration, ressemble à un piège. Pour lui, il y a deux 
phases distinctes : la phase de recherche et la phase de rédaction : 


"Quand on cherche, on cherche ; puis on expose" 
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En ce qui concerne l'exercice que je venais de lui proposer, il admettait cependant 


qu'il était "criminel" de se limiter, avec des élèves, à la phase d'exposition. 


Au cours d'un autre entretien individuel, une collègue de Collège, convaincue 
de l'importance du chaînage arrière, signala qu'elle en faisait faire à ses élèves et 
qu'ils aimaient cela. Mais elle précisa, elle aussi, que, lorsqu'elle rédigeait une 


démonstration, elle partait toujours des hypothèses. 


2. Réactions d'étudiants 


En ce qui concerne les, élèves de Sup-Aéro, 7 sur 10 ont des doutes sur la 
validité d'une démonstration dans--Jaquelle on part de la conclusion (cf. Test 


ci-dessous). 


On peut relever des phrases telles que : 
"On ne peut pas rédiger ainsi" 


"Au brouillon OUT, mais pas au propre" 


Des élèves signalent qu'en classes préparatoires, certains professeurs quali- 
fiaient cette manière de faire de ‘non élégante" , de "bidouillage" , et disaient 


que ‘ce n'était pas précis" , ‘pas rigoureux". 
Tous semblent garder l'idée que ceci était très déconseillé. 


3. 

Il ressort clairement de toutes ces réactions que le fait de partir de la 
conclusion est considérée comme un procédé pas très sérieux, incorrect même (les 
tests qui suivent confirment ce point). Dans le meilleur des cas, on peut l'utiliser 
au brouillon quand on cherche. Mais toutes les personnes interrogées semblaient 


d'accord sur un point : on ne procède jamais ainsi quand on rédige. 


se 


3. DEMONSTRATION DE L'INEGALITE TRIANGULAIRE POUR si 





A. Présentation du test. Précisions diverses 


Voici l'énoncé du test C : 


d 


Cas Soit d'une distance sur un ensemble E et soit d' = +. 





Démontrer que d' vérifie l'inégalité triangulaire. 


S 


. d 
Nous appellerons aussi ce test le test ( Ta L 


Nous proposerons deux démonstrations de cet exercice ci-dessous (tests C;- 


ee sa s e ge _.è X 
C,) : la première utilise la croissance sur IR+ de la fonction auxiliaire f(x) = Ce et 


le fait que d vérifie l'inégalité triangulaire. Dans la seconde, on part de la conclusion 


et on fait une démonstration analogue à celle proposée dans l'exemple 1 du paragra- 
phe 1. 


Indications orales données pendant les séances d'expérimentation 


Je demandais d'utiliser la fiche comme brouillon et de tout écrire ; je préci- 


sais que j'étais particulièrement intéressé par la manière d'aborder la démonstration. 


Je rappelais, en l'écrivant au tableau, la définition d'une distance en précisant 
que les propriétés 


( d(x,y) = 0 < 








> x = y) et  ( d(x,y) = d(y,x) ) 


n'étaient pas utiles pour la démonstration. 


ET a 





= 36% - 


Durée : les personnes interrogées disposaient d'environ 25 minutes pour 


ce test. 


Personnes interrogées : 


Ce test fut proposé à : 


. 37 professeurs de lycée : un groupe de 18, un de 13 et un de 6. 
. 20 élèves-professeurs de Math. (étudiants de CAPES) 
. 10 élèves ingénieurs de Sup-Aéro 


. 38 élèves de DEUG Math-Physique 2ème année. 


Il fut proposé à 14 enseignants du Supérieur qui connaissaient pratiquement 
n° PR . 
tous une solution de cet exercice et à 30 élèves de Spéciale M dont les deux tiers au 
moins avaient déjà fait cet exercice. Dans les deux cas, nous n'avons pas pris en comp- 


te les résultats. 


Signalons d'ailleurs que, mis à part les élèves de Deug, certaines personnes 
interrogées avaient déjà rencontré cet exercice dans leurs études et l'ont signalé. 
La majorité de ceux qui ont pu résoudre cet exercice étaient dans ce cas. D'autres, 


parmi ceux qui l'avaient déjà vu, ont été incapables de le retrouver. 
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B. Résultats du test C ( TH ) 









Enseignants DEUG 
de Lycée SAPES NF AERG: Lis née 
20 10 

3 


37 
ses > 






RESOLU en partant de (C) 


Autres 


1 2 
7 6 3 3 
TOTAL DE BONNES REPONSES (19%) (30%) (30%) (8%) 
14 2 16 
en partant de (H) (38%) 
2 








(20%) (42%) 
EXERCICE 
NON en partant de (C) 0 


| 
| 
| 
| 
| RESOLU 
l 
| 


| NON FAIT 


en transformant un des 
2 membres de (C) 


DIVERS 


TE 


Précisions sur les différentes rubriques du tableau 


Toutes les personnes qui ont résolu cet exercice ‘en partant de (H)" (c'est 


à dire des hypothèses) ont utilisé la fonction f(x) = <= : 


"En partant de (C)" (exercice résolu ou non résolu) 


Cette rubrique concerne les fiches dans lesquelles, au début de la démonstration, on 
remplace (C) par une propriété équivalente obtenue à partir de (C) de l'une au moins 
des 2 manières suivantes : 

. par transposition de l'un des membres de (C) dans l'autre (on ramène le problème 


à l'étude du signe de la différence) 


. par multiplication des deux membres de (C) par un même nombre > 0 (le déno- 


minateur commun). 


Nous précisons, dans le tableau ci-dessous, le nombre de fiches dans lesquelles 
on part de (C) au sens qui vient d'être donné (que l'exercice soit résolu ou non). 


Ont l'idée de partir de (C) 


Enseignants SUP-AERO DEUG 2è année 
ee (10) (38) 


(37) 
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"Exercice non résolu, en transformant un des 2 membres de (C})" 


Dans ce cas, contrairement au précédent, un des deux membres de (C) est 


transformé indépendamment de l'autre : il s'agit essentiellement de l'une des deux 


transformations suivantes : 


à d 1 
On écrit que nd 15 Ta 


On réduit au même dénominateur le second membre de (C) 
d(x y) d(y,2) 
( 1+d(x,y) * 1+d Y,Z ) 


Dans les fiches de ce type, après avoir effectué une des transformations pré- 
cédentes, on essaie le plus souvent d'utiliser les hypothèses spécifiques ; parfois aussi 


la fiche ne contient rien d'autre. 


Remarque : 


Dans les fiches de cette cétégorie, on ne remplace pas explicitement (C) par 


une propriété (C,) équivalente à (C) ou impliquant (C). 


Nous indiquons dans le tableau ci-dessous la répartition des fiches de cette 
catégorie. 


EXERCICE NON RESOLU 


‘en transformant un des 2 membres de (C)" 








Réduction au même déno- 
minateur du 2nd membre 


de 
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"Exercice non résolu en partant de (H)" 


Dans ce cas on ne transforme pas du tout (C) ; on essaie de partir des hypo- 
thèses. [l s'agit essentiellement de départ de l'un des types suivants : 
(on note a = d(x;z) , b = d(x,y) et c = d(y,z) ; l'inégalité triangulaire pour d 
b C 7 


: a 
! alors a < b+c et pour d': —— << — + —— 
“een » P 1+b 1+c 


1+a 


a e b+c 
1+a “  1+a 


a+1 < b+c+1 ou a+1 < b+1+c+1 


X 


. on essaie d'utiliser la fonction f(x) = = 


Nous précisons dans le tableau suivant la répartition des. fiches de ce type. 


EXERCICE NON RESOLU 
en partant de H" 


Enseignants 
de Lycée 


a+l < b+c+1 
ou 
a+1 < b+1+c+1 


Idée "f(x) = = 











= 4t:- 


"Exercice résolu, autres!" 
Sur les 4 fiches de cette catégorie, il y a une démonstration par l'absurde 
(en Deug) et 3 démonstrations dans lesquelles on transforme d'abord ‘''un peu" la 


conclusion et on part ensuite des hypothèses. 


"Non fait 


Il s'agit essentiellement de copies blanches ou ne contenant que quelques 
lignes dans lesquelles on n'entrevoit aucune idée (on recopie l'énoncé uniquement par 


exemple). 


. d 
C. Variantes du test ( Ti ) 





Je me suis posé les deux questions suivantes concernant ce test : 


1. Quel est le rôle joué par les notations (qui font intervenir les distances) dans la 


résolution de cet exercice ? 


2. Part-on plus facilement de la conclusion lorsque l'on a affaire à une conjecture, 


c'est à dire lorsque, dans la question posée, on remplace ‘''montrer que!" par "'est- 


ce que" ? 


J'ai alors proposé à des étudiants de Deug Math-Physique 2ème année 


les deux tests suivants : 


ds hd fl 2 tt 








| = 42 


a 
1. Test ( ‘isa ) 





Il s'agit de l'exercice traité dans le paragraphe 1 : 


Soit a, b, ce trois nombres > 0 tels que a < b+ c. 











À a 
Démontrer que Tra \ 1+5 Te 


J'ai posé ce test à 48 étudiants de Deug 2ème année, en même temps et 


dans les mêmes conditions que leurs camarades qui avaient les fiches de test ( Tdi ). 


2. Test ( Le FD 


Il s'agit du. même test que le précédent, mais cette fois on remplace 
8 P 


“est-ce que". 


Ce test fut proposé à 28 étudiants d'une autre section de Deug Math-Physique 


2ème année. Il fut passé dans les mêmes conditions que le test ( _—. js 


‘montrer que" par 


Nous indiquons dans le tableau ci-dessous les résultats des étudiants de Deug 


_d- -a- -@& 
aux tests (La), (53 ) et ne 0 


sde 


DEUG (2ème année) : RESULTATS COMPARES DES TESTS 


CEE ÿ, Ch et Ce 9 


1+d l1+a 1+a 
d a a 
Test ( T+d ) Test ( Tra ) Test ( NS 
(38) (48) (28) 


en partant de (H) 
EXERCICE 
RESOLU « en partant de (C) 


Autres 


© 


L 


TOTAL DE BONNES REPONSES 


SO 
PS 
©0 
ES 
7 
ns 
SJ 
TS 
(9 
un 
LS 
7 
NO 
S 
ww 
ND 
LS 
7 


16 22 12 
en partant de (H) | 
EXERCICE (42%) (46%) (43%) 
NON en partant de (C) 1 
RESOLU 


en transformant un 
des 2 membres de (C) 


NON FAIT 2 
DIVERS 4 
| 1 


ONT L'IDEE DE PARTIR DE (C) 


[en 

© 
Ë 
i | 


LS 
ES 
ee 
en 


(3%) (50%) (39%) 


- 44 - 


Remarques : 


1. Le test ( . ) a été proposé aussi à 14 professeurs de Collège : trois 


d'entre eux ont pu résoudre l'exercice alors que, comme on l'a signalé précédemment, 


personne dans un groupe de 25 professeurs de collège n'avait pu résoudre le test 
 ) 

_2. J'ai proposé à 15 professeurs de lycée la variante "conjecture" du test 
( _ ) (c'est à dire le test ( _. ) avec "Est-ce que d' est une distance" au 


lieu de ‘montrer que d' est une distance"). L'analyse des résultats semble faire appa- 
raître le point significatif suivant : 13 personnes sur 15 (87%) ont l'idée de transfor- 
mer (C), 3 en partant carrément de (C) et 10-en transformant un des membres de (C). 


Dans le cas du test ( S ), sur 35 professeurs de lycée, 12 seulement (soit 32%) 


avaient eu le réflexe de transformer (C). Il semble que, dans ce cas, le fait de ne 


pas savoir si (C) est vrai incite davantage à essayer de transformer (C). 


Ce point n'est pas apparu en Deug lors du passage du test ( = ) au test 


( en ? ). Il est vraisemblable que, dans ce cas, le type de propriété à démontrer 
semble plus classique (comparaison de 2 nombres) et que pour les deux tests, certains 
transforment la conclusion par automatisme sans se rendre compte vraiment qu'ils 


partent de la conclusion. Nous reviendrons sur ce point ci-dessous. 


D. Commentaires 


1. Les résultats du test ( _ ) font apparaître les points suivants 





. Les résultats des enseignants et des étudiants sont assez analogues 
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. Le pourcentage de bonnes réponses est faible, surtout si l'on tient compte 
du fait que nous avons signalé précédemment : la plupart des personnes qui ont résolu 


l'exercice l'avaient déjà fait. 


. Il y a très peu de personnes (10%) qui ont eu l'idée de partir de la conclu- 
sion pour résoudre ce problème. Dans le meilleur des cas, on transforme un des 2 
membres de (C) (réduction au même dénominateur du second membre par exemple) 


et immédiatement après on essaie de partir des hypothèses. 


. 40% environ des personnes interrogées n'ont même pas ce réflexe au brouil- 
lon (rappelons que la fiche de test servait de brouillon) : ils essaient en vain ‘'d'avan- 


cer" à partir des hypothèses sans toucher (ne serait-ce "qu'un peu") à la conclusion. 


. On peut signaler une différence assez sensible entre enseignants et étudiants, 
mais qui ne concerne pas le problème qui nous préoccupe ici : le pourcentage de fiches 
contenant une erreur est bien plus important chez les étudiants (surtout en Deug) que 
chez les enseignants : ainsi par exemple, il est de 34% en Deug alors qu'il n'est que 


de 3% chez les enseignants. 


. Il semble que le fait d'effectuer des "petites'' transformations sur (C) ne 
soit pas considéré par certains comme une démarche consistant à faire une démons- 
tration en partant de la conclusion. L'étape décisive à franchir semble être celle qui 


consisterait à écrire " C <—=> … ", Ce point va apparaître clairement dans l'analyse 
a ° . £ 
du test ( Tia ) que 16 étudiants de Deug avaient su résoudre en partant de la conclu- 


sion. 


1 
2. Test Qrer ) 





Parmi les 16 étudiants qui ont résolu l'exercice de ce test (en partant de la 
conclusion) il n'y en a que 2 qui transforment la conclusion par une propriété équiva- 


lente en écrivant : "(C) <=—=——> ...", Tous sauf un étudient le signe de la différence 
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et utilisent en réalité une règle classique pour comparer 2 nombres. En d'autres 


termes, beaucoup partent de la conclusion sans s'en rendre compte. 


Ceci d'ailleurs apparaît clairement quand on analyse les résultats de ces 16 


étudiants au test C» qu'on étudiera ci-dessous, dans lequel on proposait une démons- 


tration de la propriété en partant de la conclusion mais sans utiliser le signe de la 
sur les 14 qui n'ont pas utilisé le signe "<==" dans leur démonstra- 





différence : 
tion*, 5 seulement trouvent la démonstration C, juste ! (7 la trouvant carrément 


fausse, et 2 ne pouvant se prononcer). Les justifications données par ceux qui ne la 
trouvent pas juste traduisent le fait qu'ils sont vraiment troublés par le procédé 
consistant à partir de la conclusion. Par contre, les 2 qui avaient utilisé le signe 


>" au début de leur démonstration ont trouvé la démonstration C, juste. 





m< 





Ainsi, il semble que les meilleurs résultats obtenus par les étudiants au test 


1+a 
ils ont le plus souvent utilisé une règle classique pour comparer 2 nombres : l'étude 


ne signifient pas que les étudiants aient eu le réflexe de partir de la conclusion: 


du signe de leur différence. 


Pourquoi alors n'ont-ils pas pensé à cette règle pour le test ( _ ) ? 
(il n'y en a qu'un seul sur 38 qui a eu l'idée de partir de la conclusion alors qu'il 


y en a 24 sur 48 pour le test —— ). Il me semble que la réponse la plus vraisembla- 


. . a ER . 
ble à cette question est la suivante : dans le test ( Es ), l'inégalité à démontrer se 
présente sous une forme bien plus familière et fait plus facilement penser à l'utilisa- 
tion d'outils classiques. Une écriture analogue avec des quantités telles que d(x,y) 
peut paraître plus abstraite et plus compliquée, surtout pour ceux qui n'ont pas 


l'habitude de manipuler les distances ; on peut alors "oublier" que l'on a affaire à 


une inégalité entre 2 nombres et on ne pense plus à étudier le signe de leur diffé- 


rence. 


* ou un synonyme de ce symbole, bien sûr. 





Yo a 


Il convient cependant de signaler que, même pour le test ( = ), il n'y a 


qu'un étudiant sur trois qui le résout. 


Il y en a un sur deux environ qui essaie vainement de partir des hypothèses. 
C'est la même proportion d'ailleurs que pour les tests ( _. ) et ( = ?). Il semble 


que le réflexe consistant à ne pas toucher du tout à la conclusion soit indépendant, 


dans une large mesure, de la question posée. 


Les résultats des tests ( = ) et ( ee ?) sont tout à fait analogues. Il me 
semble que ceci est tout à fait spécifique au type de question posée ici ; en effet, 
la règle utilisée par les étudiants pour la résolution du test ( = ) consistait à consi- 


dérer la différence des deux membres de (C). Cette même règle est aussi utilisée 
pour comparer deux nombres, c'est à dire dans le cas où on ne sait pas lequel des 


deux est le plus grand. 
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4. PARTIR DE (H}) OU PARTIR DE (C) ? 





A. Présentation du test C;-C. Précisions diverses 





Dans le paragraphe précédent, on a étudié le comportement d'enseignants et 
d'étudiants pour résoudre un problème où le fait de partir de (C) est très utile. Dans 
ce paragraphe nous allons voir quelles sont les réactions des mêmes personnes en pré- 
sence de deux solutions justes de l'exercice du test précédent ( _. ) qu'ils venaient 
d'essayer de résoudre : la première démonstration utilisait la fonction auxiliaire Z ; 


i 1+x 
la seconde utilisait très peu de choses, maï$-elle était faite en partant de la conclusion. 


Dans la première partie de l'expérimentation (+5 minutes environ), les per- 
sonnes interrogées devaient écrire sur la fiche elle-même, en: justifiant succintement 


leur réponse, comment ils trouvaient chacune des deux démonstrations. 


Dans la seconde partie (5 minutes environ), je m'adressais seulement. à ceux 
qui avaient trouvé les deux démonstrations justes et je leur demandais d'écrire 


laquelle des deux ils préféraient, en justifiant succintement leur réponse. 


Nous noterons C; et C, les deux démonstrations proposées. 


Un test analogue fut proposé aux étudiants de Deug qui avaient passé le test 


( Te ). Nous noterons les deux démonstrations de cette propriété c', et C' 


Indications orales données pendant la séance d'expérimentation 


Je précisais qu'il n'y avait pas d'erreurs de calculs dans les démonstrations 
qui leur étaient proposées. 
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Personnes interrogées 


Ce test fut proposé aux mêmes personnes que celles qui avaient passé le test 


( _. ) ou ( a ) et à deux groupes supplémentaires : l'un de 15 enseignants de ly- 


cée (qui avaient passé la variante conjecture" du test _ ) et l'autre de 30 


étudiants de licence de mathématiques. 


Nous allons indiquer à présent les démonstrations C;-C, d'une part et c',-c', 


. d'autre part qui étaient proposées dans ces deux tests. 


C,-C, 





Problème : 





se d une distance sur un ensemble E et soit d' = T+d° 


Démontrer que d' vérifie l'inégalité triangulaire. 
On va soumettre à l'appréciation du lecteur les deux démonstrations suivantes : 
Première démonstration 
‘Par hypothèse, d est une distance sur E, donc vérifie l'inégalité triangulaire : 
Viab,c) EE?  d(a,c) & d(a,b) + d(b,c) (1) 


Considérons la fonction f de IR dans IR définie par f(x) = ne 





f est définie sur IR+ et est croissante puisque f'(x) = 2 st toujours positif. 


(1+x) 


Donc, d'après (1), on a, pour tout (a,b,c) € E? : 


d(a,c) d(a,b)+d(b,c) 


3 
1+d(a,c) Ÿ  Tid a,b)+d(b,c) ‘* Or, V(ab;c)é E 





— a. : 
— —_—_— 


C'est ns 


ae er ns mes 
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d(a,b)+d(b,c) d(a,b) d(b,c) 


T+dta,b)+d(b,c) * Irdta;bl+dtbic) * 1rdG a,b)+d(b,c) 
d(a,b) d(b,c) 
Es Hrdta:b) + db) (car d(b,c) et d(a,b) > 0). 
On a donc : VY(a,b,c) € E°. d'(a,c) < d'(a,b) + d'(b,c) C.Q.F:D. 


Deuxième démonstration 


Partons de la conclusion et transformons-la successivement par les propriétés suivan- 


tes : 


A 


(P.,) \4 (x,y,z) € E° ; SE. < an + a _ (d'après la définition de d') 
- , , ? 


(P.) V (xy,2) € E?, d(x,z)L1+d(x,y)IL1+4(y,2)] < d(x,y)L1+d(x,2)][1+d(y,2)] + 
d(y,z)[1+d(x,2)][1+d(x,y)] 


(réduction au même dénominateur et suppression du dénominateur > 0) 


(P,) V (x,y,2) € E°. d(x,z) < d(x;y) + d(y;z) + [d(y,z)d(x,y) + d(y,z)d(x,z)d(x,y)] 


= 


(en développant et en simplifiant l'inégalité de (P,)). 
d étant une distance, la quantité entre crochets dans (P,) est positive. 


Donc, pour avoir (P,), il suffit d'avoir : 
Vüuyz) € E?, d(xz) < d(xy) + d(ysr) 


Or cette propriété est vraie par hypothèse car d, distance, vérifie l'inégalité 


triangulaire. Ceci achève la démonstration. 


PRE 





EL She 











nel 

ne ra 
Problème 

Soit a, b, © {rois nombres > 0 tels que aK< b+c. 

Démontrer que : de. 

EF Tia Tab," Tac 

On va soumettre à l'appréciation du lecteur les deux démonstrations suivan- 

tes : 


Première démonstration : 
Lremiere demonstration 





f est définie sur IR+ et est croissante puisque f'(x) = est toujours positif. Donc 
puisq 2 ] P ; 


f Considérons la fonction f de IR dans IR définie par f(x) = = 
| (1+x) 
puisque a < b+c, on a : 

_2 L _:+c) 

1+a  1+(b+c) 





b+c b c b c 

Or libre “ Tibic * Lib < db *‘ Te (car b et c > 0) 
a b c 

Donc + <nptre QD. 


Deuxième démonstration : 
am 8 AR RER 2 LT 


f Partons de la conclusion et transformons-la successivement par les propriétés 
suivantes : 


(P,) a(1+b)(1+c) £ b(1+a)(1+c) + c(1+a)(1+b) 

| (réduction au même dénominateur et suppression du dénominateur > 0) 
{ 

|(,) a £ b + c + (2bc+abc) 


| (en développant et en simplifiant l'inégalité (P,) 


4 é. nn 
FO mnt 





=. 52: = 


a, b, c étant > 0, (2bc + abc) est > 0. 
Donc pour avoir (P, ) il suffit d'avoir a £ b+c. Ceci est réalisé par hypothèse; 


\ Ceci achève la démonstration. 


B. Résultats des tests C,-C 


L 2 









Enseignants Etudiants 
Lycée Supérieun CAPES |LICENCE 
(52) (14) (20) Go) 
rois | 
(73%) (100%) | (100%) (93%) (98%) (63%) (88%) 
ai DA EN 
6 
(12%) Es 
(63%) (862) 50) SE ee (47%) (48%) 
5 16 19 
(10%) (7%) | (20%) (40%). | (13%) (42%) (40%) 
(25%) Me Ce 
LT En 
(68% (25%) | (75% 93% 88% 


Préfèrent C, 
(12%) ù (25%) (7%) (4%) (0%) (10%) 
CM CN CS LE 0 





Sup Aéro | DEUG 
RE si di . 





(13%) 












Je ne sais 
pas 











C, et C, justes 








ER ER LL Lt ce d'Lme cht go  hn mn. ds 8 —S a à D Se ee he à 1 
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Précisions sur le tableau : 


"C., et C., justes" : Il s'agit des fiches dans lesquelles les deux démonstra- 


1 Pa 
tions sont justes. Les pourcentages de la rubrique 


"préfèrent C;" sont relatifs au nombre de personnes qui avaient trouvé C, et C, 


justes (et non pas au nombre total de personnes interrogées). 


Nous avons cru bon d'indiquer dans le même tableau, à côté de la colonne 
Deug, les résultats des 48 étudiants de Deug au test C',-C',. Pour cette colonne, 


C; et C, doivent être remplacés, bien sûr, par c', et C'. 


C. Analyse des justifications fournies 


La plupart des réponses C,-FAUX et C;,-FAUX sont justifiées. 


C; - FAUX 


Toutes les personnes justifient leur réponse en disant que la propriété 





= < De (ou la propriété analogue avec les distances) est fausse car (1+a < 1+b+c) 


: À 1 
n'implique pas ( = STE ee ). 
Visiblement, l'utilisation de la croissance de la fonction Te n'est pas comprise. 
C, - FAUX 


La justification que l'on retrouve souvent consiste à dire que, dans la démons- 


tration C on a démontré que si d' est une distance, alors d en est une, alors que 


c'est l'inverse qui est demandé. 


Donnons deux exemples de telles fiches : 


S S4 = 


"On démontre (d' Lai — (hr et non (d) ai — {(d') ® 


e ie vraie 
(enseignant de lycée) 


"On est parti de La conc£usion en La supposant vraie et on est retombé 
sur n08 propres hypothèses. On il fallait faire Le chemin inverse" 
(étudiant de Deug) 


Dans d'autres fiches, le "il suffit" qui se trouve à la fin de la démonstration 


C, pose problème. On semble penser que, pour pouvoir partir de (C), on soit obligé de 


raisonner par équivalence. Indiquons deux exemples de telles justifications : 


"IL faut naïsonner par équivalence 5i on part de (C)" 
(étudiant de Deug) 


"La démonstration C, est fausse car on n'a pas parlé d'équivalence 


entre les propriétés. IL faut faire Le retour" 
(Enseignant du Supérieur) 


Signalons deux autres justifications : 


"C, fausse : on doit utiliser L'hypothèse au départ et on conc£ut" 
(Enseignant de lycée) 
"Ceci est une démonstration calquée sur une démonstration par L'absurde ; 


or on arrive à aucune contradiction : conclusion : elle ne veut nien dire" 
(Etudiant de Deug) 


Il semble que pour certains on ne puisse partir de la conclusion que dans les démons- 


trations par l'absurde. 
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Pas de préférence entre C; et C, 


Dans ca cas, les justifications reposent sur les points suivants : 


à C; est considérée "plus jolie", "plus simple", "plus élégante", "plus facile 
à relire", 
‘ C, “plus naturelle", ‘ne nécessitant pas d'astuce". 


Préférence pour C; 


Nous indiquons dans le tableau ci-dessous la répartition des divers types de 


réponses obtenues. 


JUSTIFICATIONS DE LA PREFERENCE POUR C, (DONNEES PAR 


LES PERSONNES AYANT TROUVE C; et C; JUSTES) 


Plus élégante 


Plus claire 





Pas de problème 
Préférence non 10 0 à 1 8 3 7 
justifiée 


de MES 





LE de 


Nous avons regroupé dans la catégorie "plus élégante!" les fiches dans lesquel- 


les C; était considérée ‘plus élégante", ou "plus jolie!', "moins mécanique", "plus 


astucieuse'', "plus fine'"' que C;- On trouve surtout de telles fiches chez les "taupins' 
ou les anciens taupins et en Deug. Il n'y en a pratiquement plus chez les professeurs 


ou les élèves professeurs. Donnons quelques exemples de telles fiches : 
"Je préfère La première : elle est beaucoup plus astucieuse" (élève de 
Spéciale M) 


"La seconde démonstration est bestiale mais juste. La première est 


mieux. (élève de Spéciale M) 


"Première démonstration : inspiration superbe ; deuxième démonstration : 


calcul boeug !" (élève de Sup-Aéro) 


Indiquons pour terminer le point de vue d'un étudiant de Deug qui avait 


trouvé C, fausse (dont la fiche n'est donc pas comptabilisée dans le tableau des 


préférence pour c,") et qui donne, sans qu'on le lui demande, son avis sur C; - 


"C'est La mieux car ÀL faut se casser La tête pour La trouver. Elle est 


plus intéressante"; 


Préférence pour C; 


La plupart des justifications de cette préférence reposent sur le fait que la 
démonstration C, est considérée comme ‘plus naturelle", "moins parachutée"', ''plus 
simple"... Un enseignant donne une autre raison : "C, ne fait pas appel à des 


connaissances sur L'étude des fonctions". 
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Signalons, pour terminer, la justification assez surprenante d'un étudiant de 


licence : 


"Je préfère La seconde preuve. Elle me semble plus subtile". 


D. Commentaires 





Le pourcentage des "C, juste!" est bien plus faible que celui des "C; juste". 


Le fait de partir de la conclusion "trouble" beaucoup de personnes, tant chez les 


enseignants (surtout en lycée) que chez les étudiants. 


La préférence pour C; est très nette, sauf chez les enseignants du Supérieur. 


L'analyse des justifications de cette préférence montre que, le plus souvent, elle repose 


sur le fait que la démonstration C; est ‘mieux ordonnée". C'est le cas, dans le tableau 


précédent, des rubriques "plus claire", ‘on va de (H) vers (C)", ‘pas de problème 
d'équivalence". Mais, pour certains étudiants, c'est l'aspect un peu magique de la 


première démonstration qui justifie leur préférence : ils aiment bien les joliès astuces, 


même lorsqu'elles ne sont pas nécessaires. 


Les résultats du test C, sont tout à fait analogues en licence et en Deug : 


40% trouvent la démonstration carrément fausse. Ce pourcentage est plus faible dans 


les autres catégories. 


Les résultats du test ( _. ) et de sa variante ( — RE ) (en Deug) sont tout 
à fait analogues sauf pour le test C; : les étudiants sont plus nombreux à trouver la 
démonstration C, fausse pour le test ( — ) que pour le test ( — . ). Ils semblent 


: sie : : : X 
mieux comprendre l'utilisation de la croissance de la fonction Tix quand on prend 


pour x les valeurs a et b+c (a < b+c) que lorsque l'on prend 





= sg 


les valeurs analogues avec les distances. Par contre, pour le test C» il semble que 


le changement de notation n'a aucune influence. Les étudiants, prévenus qu'il n'y 
avait pas d'erreurs de calcul, ont porté leur attention sur le déroulement de la 


démonstration. 


Je ne prévoyais pas, en posant ce test, qu'il y aurait autant de personnes 
qui trouveraient la première démonstration fausse, ou qui auraient des doutes à son 
sujet : il y a 13 enseignants de lycée dans ce cas. Ceci semble indiquer que cette 


démonstration C,, qui est difficile à imaginer (on l'a vu dans le paragraphe précédent), 


n'est pas si simple à "corriger". Le fait que dans les catégories "Enseignants du Supé- 
rieur", "Capes'"', "licence" et ''Sup-Aéro - Spéciale M" il n'y ait que 3 personnes en 
tout qui doutent de la validité de la démonstration C; est vriasemblablement dû au 
fait que, dans ce cas, les personnes avaient, pour la plupart, rencontré déjà cette 


démonstration. 


ÉV39 = 


5. COMMENTAIRES ET SUGGESTIONS 





Il ressort de l'étude que nous venons de faire que la méthode de démons- 
tration consistant à partir de la conclusion est très peu utilisée, souvent même 
déconseillée, et parfois même interdite par de nombreux enseignants. Comme on l'a 
vu, cette méthode peut être utile. Certains collègues estiment qu'on peut, à la rigueur, 


l'utiliser quand on cherche mais pas quand on rédige. 


Il semble, d'après les résultats des tests, que, à force de ne jamais utiliser 
cette méthode quand on rédige ou quand on fait un cours, on n'y pense plus quand 
on cherche. Ainsi, très nombreux sont les enseignants et les étudiants qui se trouvent 


bloqués en présence d'un exercice assez élémentaire pourtant. 


On peut se demander pourquoi une méthode aussi utile est si peu utilisée. 
Est-ce par pure tradition ? Au collège, on peut à la rigueur penser qu'il faut éviter 
de perturber les élèves en partant de la conclusion car ils ont déjà assez de mal à 
comprendre ce qu'est une démonstration. Mais, au lycée, cet argument est beaucoup 
moins valable. En tout cas, il ne l'est plus du tout à l'université. Or, les tests et 
les entretiens le montrent clairement : la situation est tout à fait analogue qu'au 
Collège ! Une démonstration doit se rédiger en partant des hypothèses et en arrivant 


à la conclusion. 


Personnellement, je ne vois pas du tout pourquoi une démonstration rédigée 
ainsi est préférable. On y gagne peut-être un peu en clarté (c'est en tout cas ce que 
pensent certains) mais on y perd tellement en efficacité pour l'apprentissage de la 
résolution de problèmes. Or c'est ce domaine qui, à mon avis, devrait être le plus 


important dans notre enseignement. 
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Pour améliorer la situation, on pourrait essayer peut-être de modifier nos 
habitudes et de ne plus faire de cassure entre la phase de recherche et la phase 
d'exposition ; d'autant plus que, comme on n'a pas le temps de s'occuper convena- 
blement des deux, la phase de recherche est souvent négligée. 

ON DEVRAIT DONC REDIGER COMME ON CHERCHE. Sinon, on l'a vu, on a ten- 
dance à chercher comme on rédige, souvent sans s'en rendre compte, et alors on peut 


être dérouté par des exercices simples. 


Précisons ce que l'on entend par ‘rédiger comme on cherche". Il ne s'agit 
pas d'expliciter toutes les idées que l'on a pu avoir pour résoudre le problème, 
quoique ce genre d ‘activités pourrait être très intéressant. Il s'agit simplement de 
présenter la démonstration, clairement, en ne faisant état que des étapes utiles, 


mais en les présentant dans le même ordre que pour la recherche. 


En procédant ainsi, perdrait-on tellement en clarté ? Je ne le pense pas. 


| Pourquoi une démonstration rédigée en partant de la conclusion serait-elle moins 


claire" qu'en partant des hypothèses ? Cette notion de "clarté" est à mon avis 
très subjective et est essentiellement liée à une question d'habitudes. En ce qui me 


concerne, je ne considère pas la démonstration C, comme une démonstration moins 
claire que C, : la transformation de (C) par équivalence (propriétés (P,), (P,), (P,)) 


est du niveau d'une classe de 4ème, et la dernière étape, faisant intervenir une 
condition suffisante cette fois, me semble tout à fait évidente. Il est vrai que, lorsque 
l'on n'a pas l'habitude d'un tel type de présentation, on peut être perturbé. Mais 


je suis convaincu que ce n'est qu'une question d'habitude. 


L'argument selon lequel on risque moins de "'s'embrouiller dans les équiva- 
lences et les implications" quand on part de (H) vers (C) ne me convaint pas non 
plus. Actuellement, beaucoup de collègues de lycée et d'université déplorent le fait 
que les élèves éprouvent des difficultés à ce sujet (confusion entre condition nécessai- 


re et condition suffisante, oubli de la vérification d'une réciproque …). Je ne pense 


ÉTÉ 
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pas que la situation serait pire en rédigeant certaines démonstrations en partant de 


la conclusion. Au contraire, cela pourrait peut-être permettre de mieux prendre : 





conscience des risques d'erreurs. 


Pour pouvoir être en mesure de rédiger comme on cherche, encore faut-il 
avoir vraiment cherché soi-même le problème dont on va exposer une démonstration. 
Or, dans notre enseignement, surtout après un certain nombre d'années d'expérience, 
on est assez rarement en réelle situation de recherche, en tout cas pour les problèmes | 
que l'on pose à nos élèves. Il convient d'en avoir conscience. Peut-être faudrait-il alors 
être bien plus attentif à la manière de chercher des élèves (et pas seulement au | 
contenu des devoirs qu'ils remettent) afin de mieux se rendre compte de leurs compor- | 


tements face aux problèmes qu'ils doivent résoudre. 


On peut se demander pourquoi, même ceux qui cherchent en partant de la 
conclusion, préfèrent rédiger en partant des hypothèses. Il y a certainement des raisons 
assez profondes autres qu'un simple souci de clarté ou de rigueur : par exemple, le 
désir plus ou moins conscient, et la fierté, d'atteindre un but par ses propres moyens, 


sans rapprocher le but. 


D'ailleurs, on peut peut-être expliquer ainsi le fait que, pour démontrer une 


Ets t 78 D ee = UNS CC 


égalité de la forme A = B, on a très souvent tendance à partir d'un membre (de pré- 
férence celui de gauche) pour arriver à l'autre*. Dans ce cas, cette manière de faire 
est peut-être liée aussi à notre habitude d'écrire, toujours dans le même sens, de 


gauche à droite. Ne serait-il pas opportun de signaler que dans ce genre de problème 


“ 





* Dans un livre de 1ère S, on démontre la propriété 


Z 4 sin a 
2 


VaelR, 1+sina = (cos 5 


en commençant ainsi : 


“t : . 2 a 5; 2 Lu F Le « " 
On peut écrire 1 + sin &« = cos 3 + sin 3 + 2 sin 5 COS 5 … 


Ne serait-il pas plus simple de développer le second membre plutôt que de remarquer 


que 1 peut s'écrire cos? 3 + sin? + 


nn Ce ES 3 Eos. 1... matos A, matt) 0 tent de cn hmmrat-de Ammettmnel D. bsientinl À 


1<) 
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on peut aussi partir de la conclusion (en écrivant par exemple que À = B <—> A-B =0) 
ou encore transformer à la fois À et B de manière à obtenir A = C et B=C,en 
d'autres termes faire faire un "bout de chemin" à chacun des deux membres de l'éga- 
lité. Certains collègues déconseillent vivement cette manière de faire, pour des raisons 
de "clarté" ici aussi, semble-t-il ; d'autres vont même jusqu'à sanctionner dans certains 
cas une telle manière de faire ! Un collègue du secondaire à qui je demandais s'il lui 
arrivait, en cours, de prodécer ainsi (arriver à A = C, puis s'arrêter et repartir de B) 
me répondit : "Si tu fais ça devant Les élèves, ils te prennent pour un pantin 

et se disent que £u ne 4ais pas où Lu vas" 


Effectivement, je me suis trouvé un jour bloqué en partant d'un membre (il 
s'agissait de la démonstration d'une égalité entre fonctions hyperboliques) ; je suis 
alors carrément parti de l'autre membre pour m'en sortir. Les 25 ingénieurs de pays 
étrangers (du centre FIAS de Toulouse) à qui je faisais cours m'ont regardé d'un drôle 
d'oeil. Certains d'entre eux pensaient même que ma démonstration était incorrecte. 

On peut remarquer que dans ce cas, que l'on parte de A jusqu'à B, de B jusqu'à A, 
ou que l'on parte successivement des deux, on ne fait pas une démonstration en partant 
de la conclusion ; il n'est donc pas question de confusion entre condition nécessaire et 


condition suffisante. 


En conclusion, il me semble qu'il conviendrait d'essayer de modifier nos habi- 
tudes ; d'une part en rédigeant les démonstrations de manière la plus naturelle possible, 
donc en partant de la conclusion lorsque c'est plus simple ; d'autre part en conseillant 
très fortement à nos élèves d'essayer de partir de la conclusion lorsqu'ils sont bloqués 
en partant des hypothèses et en leur demandant de rédiger leur démonstration d'une 


manière à la fois claire et proche du cheminement de leur recherche. 


On devrait aussi, me semble-t-il, procéder ainsi dans nos cours pour établir 
certains théorèmes dont la démonstration, longue, nécessite plusieurs étapes qui font 
souvent l'objet de lemmes : ne serait-il pas préférable de justifier quand c'est possible 


(ça l'est souvent) l'introduction de chacun de ces lemmes en partant du résultat à 
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démontrer, plutôt que de les "parachuter" dès le départ les uns à la suite des autres. 
En procédant ainsi, on prive souvent les élèves d'une occasion d'analyser certaines 


méthodes de résolution de problèmes et on dissimule les difficultés éventuelles de la 


démonstration. 


On peut poser pour terminer le problème de fond suivant : Accorde-t-on une 


place assez importante à la phase de recherche dans notre enseignement ? Explique-t-on 
suffisamment comment on a pu trouver une solution ? Insiste-t-on sur l'apprentissage 


de méthodes de résolution ? Je ne le pense pas. Peut-être par manque de temps et 


Surtout par tradition ; une tradition selon laquelle un enseignement de Mathématiques 


doit être quelque chose de propre, et doit donner l'impression d'un enchäînement. 
parfait de propriétés qui se déduisent les unes des autres. Or ceci ne traduit pas du 


tout la réalité de l'activité mathématique : quand on cherche vraiment, il n'en est pas 


ainsi ; les étapes ne sont pas aussi clairement ordonnées. 
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INTRODUCTION 


Nous allons étudier dans ce chapitre les problèmes d'existence et d'unicité, 
c'est à dire dont l'énoncé peut s'écrire sous la forme : "Démontrer qu'il existe un 
et un seul élément d'un ensemble E vérifiant une propriété donnée". Nous nous inté- 
resserons plus précisément aux méthodes utilisées pour les résoudre. Comme dans le 
chapitre précédent, nous verrons que les solutions de ces problèmes sont fréquemment 
rédigées de manière telle que l'on ne sait pas comment elles ont été trouvées. Il exis- 
te cependant une méthode, que nous rappellerons, permettant souvent de résoudre 
naturellement ces problèmes. np 


Donnons quelques exemples de tels problèmes : 


1. "Démontrer qu'une application &{ de E dans F est bijective". 


Une fois fixé un élément quelconque y de F, le problème revient à démon- 


trer l'existence et l'unicité d'un élément x de E tel que f(x) = y. 


2. "E désignant un espace vectoriel sur un corps K, démontrer que n éléments 
b;, b,, ..,b, de E constituent une base de E". 


Pour chaque x de E, il s'agit de démontrer qu'il existe un et un seul élé- 


n 
ment (y; À +3 À) de K” tel que x = 2 xib, 


3. "A chaque néel m on associe La droite ê d'équation 
mx + (2m-1)y + (2-m) = 0. 
Démontrer que toutes Les droites D, passent par un unique point gixe A". 


= WT = 
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1. PROPOSITION D'UNE METHODE 


A. Présentation d'une méthode 


L'énoncé d'un problème de ce type peut se mettre sous la forme suivante, 
en désignant par p(x) une fonction propositionnelle définie sur E (c'est à dire une 


propriété vraie pour certains x de E et fausse pour tous les autres) : 


"Démontrer qu'il existe un et un seul x de E tel que pix) soit vraie" 
Si on désigne par V l'ensemble des x de E vérifiant p(x), il s'agit de 
démontrer que V est non vide (existence) et que son Cardinal est au plus égal à 1 


(unicité). 


Plusieurs situations peuvent se présenter pour démontrer que V est non vide. 


1. On utilise un théorème du cours nous permettant de conclure (sans être 
obligé d'expliciter un élément de V) 


Exemple : 
"Démontrer que L'équation 2x9 + 3x? - 12x + 8 admet au moins une solution 
dans TR" 
Posons f(x) = 2x? + 3x7 - 12x + 8. f est continue sur IR et on a : 
Fa f = + et lim f = -w, D'après le théorème de la valeur intermédiaire, 


no 


l'équation f(x) = 0 admet au moins une solution dans IR. 
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_2. Pour démontrer que V est non vide, on explicite un élément de V. Pour 
cela, on peut parfois transformer simplement la fonction propositionnelle p(x) par 


des fonctions propositionnelles équivalentes, la dernière étant de la forme "x = X "> 


où x, est un élément de E. Dans ce cas, on démontre à la fois que V est non vide 


et que Card V = 1. 





Exemple : 


"Démontrer que, dans IR, L'équation x - 1 = 0 admet une solution unique" 


On a, pour tout x de IR, 


x°:1 = 0 <=—> (x-1)(x 23x41) = 0<—— x-1 = 0<—>> x = 1. 


Si on ne peut procéder ainsi, la recherche d'un élément x de V peut être 
faite en utilisant la méthode de résolution suivante, par implications successives. Plus 


précisément, on démontre que, pour tout x de E, on a : 


(1) p(x) > q(x) ss. ==>? X. = Ar 


Ceci montre qu'il y a au plus un élément x de E vérifiant p(x). Il suffit 


alors de s'assurer que cet élément x convient, c'est à dire que l'assertion px ) 
est vraie. On peut remarquer que, dans la phase (1) (phase de recherche de x); 


on démontre l'unicité. En d'autres termes, cette phase est non seulement utile pour 
"mettre la main" sur le x, qui appartient à V, mais elle permet aussi de démontrer 


l'unicité. 


Or, comment fait-on de telles démonstrations usuellement ? Malheureuse- 
ment, rarement ainsi, comme le montrent les tests ci-dessous et l'analyse des livres 
usuels. L'unicité se démontre souvent de la manière suivante : on vérifie que, si deux 


éléments a et b vérifient la propriété, alors a = b, ou encore, de manière plus précise: 
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(2) VQ,b)EEXxE, (a E V et be V — à = b) 


Quant à l'existence, on se contente souvent d'exhiber un élément x (sans 
dire d'où on le sort) et on montre qu'il convient, c'est à dire que p(x ) est vraie. 
Il est clair qu'en procédant ainsi, le choix de x, Peut parfois paraître mystérieux et 


on peut donner l'impression que la démonstration est difficile. On péut remarquer 
que, si, après avoir démontré l'unicité en vérifiant (2), on prend soin de justifier le 
choix de x, en procédant par condition nécessaire (démarche (1)), l'unicité de x aura 


été démontrée deux fois. 


A maintes reprises, lorsque je propose des solutions de problèmes de ce 
type en licence ou en maîtrise de Mathématiques, je questionne les étudiants à la fin 


de l'étape (1) (p(x) => … —> x = x) ; 


"A ce stade de La démonstration, qu'a-t-on démontré à votre avis ?" 


Et une énorme majorité d'étudiants répondent, à tort bien sûr : 


nL'existence" 


Signalons dès à présent une erreur que l'on rencontre fréquemment dans 
ce genre de problème, qui apparaîtra d'ailleurs dans les tests. Après avoir démontré 
l'unicité avec la méthode (2), certains croient démontrer l'existence en transformant 
p(x) par condition nécessaire comme dans (1), sans vérifier la réciproque. Dans ce 
cas, bien sûr, l'unicité a été démontrée deux fois et l'existence n'a pas été démon- 


trée. 


En définitive, à l'exception du cas où l'existence peut être démontrée 
simplement par application directe d'un théorème, il est nettement préférable d'essayer 
de démontrer l'unicité selon (1) et non pas selon (2), en tout cas si on tient à mettre 
l'accent sur la justification des diverses étapes de nos démonstrations et à améliorer 


l'apprentissage de la résolution de problèmes. 
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Remarquons que la méthode que nous avons proposée ci-dessus est 
parfois appelée "'Analyse-Synthèse". Il convient de préciser, comme le fait remarquer 
Georges Glaeser ([G ]) que cette terminologie est souvent utilisée avec des significa- 


tions différentes. 


On doit reconnaître que, souvent, la démonstration de l'unicité selon (2) 
se fait assez aisément (on est en présence d'un problème où la conclusion est 
connue : à = b). Par suite, on peut comprendre le point de vue de certains étudiants 
qui justifient leur goût pour le procédé (2) en disant qu'ainsi, à un examen, ils sont 


assurés d'avoir fait quelque chose. 


B. Remarque : problèmes de détermination d'ensembles de points* 


Il s'agit de problèmes dont l'énoncé peut s'écrire sous la forme (E désignant 


un ensemble) : 


"Déterminer tous Les x de E tels que ..." 


Il en est ainsi par exemple des problèmes de résolution d'équations, d'iné- 


quations, de systèmes d'équations ou d'inéquations, de lieux géométriques, … 


Le mot 'déterminer'" est souvent imprécis ; on peut en donner la signifi- 


cation suivante (cf. [ AN2]) : 


"On peut dire que, Lorsqu'on demande à un élève de déterminer L'ensemble V 
des éléments x d'un ensemble E vérifiant une centaine fonction propositionnel£e 
pix), on {ui demande d'écrire V sous La £orme "La plus explicite et La plus précise 
possible" [compte tenu bien 4ûr des connaissances mathématiques qu'il est supposé 


avoir)" 


* Une étude comparative des méthodes de résolution concernant les quatre types 
de problèmes suivants est proposée dans "Mathématiques et Prestidigitation"([A N 2]): 
problèmes de détermination d'ensembles de points, problèmes consistant à expliciter 


un élément vérifiant une propriété donnée, problèmes d'existence, problèmes d'existence 


et d'unicité. 


a Ts 


La méthode exposée précédemment concernant les problèmes d'existence 
et d'unicité peut être utilisée ici. Plus précisément, pour déterminer l'ensemble V 
des éléments de E vérifiant la propriété donnée, on peut, par implications successi- 
ves, démontrer que l'on a V & W où W est un sous-ensemble de E caractérisé de 
manière ‘plus simple" que V et non inclus, à première vue, dans un ensemble "plus 
simple". On essaie alors de voir si l'autre inclusion (W & V) est vraie. Si c'est le 
cas, on a V = W. Sinon, on essaie de déterminer les éléments de W qui appartiennent 
à V. De nombreux exemples d'utilisation de cette méthode sont proposés dans [ ]. 
Cette méthode, qualifiée souvent de méthode par analyse synthèse, devrait être em- 


ployée en géométrie dans la recherche de lieux géométriques. 


C. "Glissement d'ensemble" 


Nous allons mettre en garde contre une erreur que l'on peut commettre 


parfois lorsque l'on utilise la méthode que nous avons proposée ci-dessus. 


Considérons l'exemple suivant : 


Exemple : 


Soient E et F deux espaces vectoriels sur Le même corps (IR ou € }, 
pp gr +. € une base de E et pr Vpr ces V, M vecteurs donnés de F. 


Démontrer qu'il existe une application linéaire unique $ de E dans F telle 
que, pour tout À = 1, 2, ..., nh, éle;) = Vi. 


Démonstration 


Désignons par L(E;F) l'ensemble des applications linéaires de E dans F et 
soit V l'ensemble des f de L(E;F) vérifiant la fonction propositionnelle 


DCE) 5 0 QE = di 2. un, f(e) = v,". Il s'agit de démontrer que V est non 


vide et que Card V = 1. Déterminons V. On a, pour tout f € L(E;F) : 





hote me Ve 2 D 2 
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(1) (FE V) => (VxEE, x - )_xe, — f(x) =) XV.) 
j=l j=i 
n 
Soit f. l'application de E dans F définie par : f(x) = > ave , les x; désignant les 
j=1 


coordonnées de x dans la base (e.). On a, d'après (1), V&{ fe} 


A-t-on (£} © V ? c'est à dire est-ce que, pour tout i = 1, 2, …, n, 


f (e;) = V, ? Il est immédiat de voir que ceci est vrai. D'où V = EANE 


Commentaires : 


La démonstration précédente est fausse. En effet, telle qu'elle a été faite, 
on a pris comme ensemble de référence l'ensemble L(E;F). Or cet ensemble est 
évidemment inclus dans un ensemble plus grand, à savoir l'ensemble “YF (E,F) de 
toutes les applications (pas forcément linéaires) de E dans F. En réalité, l'inclusion 
"ve CE a été établie dans l'ensemble ‘&(E,F) et non dans L(E;F). Cette 


inclusion permet de dire que, si une application f de E dans F est linéaire et vérifie 
p(f), alors f = fo. £ est donc la seule application possible. Pour démontrer l'inclusion 


réciproque {£ } « V il faut, certes, démontrer que A vérifie p(f) mais il faut aussi 
s'assurer que le est linéaire ce qui, d'ailleurs, se fait sans difficulté. Ceci n'a pas 


été fait dans la démonstration précédente. 


Ü 


Cette situation 4e nencontre Lorsqu'on veut déterminer un ensemble V, 
et que L'ensemble de référence est Lui-même contenu dans un ensemb£e connu : on 


peut "glisser" dans L'ensemble plus grand sans s'en rendre compte . 


NI 


Parfois, la nature des ensembles est telle que l'on se rend mieux compte 


que l'on a "glissé". Il en est ainsi dans l'exemple suivant : 
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"Résoudre dans Q L'équation (x2-2)(x-1) = 0" 


On a : pour tout x de IR, 


(x2-2)(x-1) = 0<—> x - “A2 ou x = V2 ou x = 1. 


On voit bien quand on écrit V2 que l'on a "glissé" dans IR. 
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2. EXEMPLES 


Nous allons traiter deux exemples d'utilisation de la méthode proposée 
précédemment. D'autres pourront être consultés dans le fascicule "Mathématiques 
et Prestidigitation'" ( AN2) 


ler exemple : 


Il s'agit de l'exemple 3 donné en introduction. 
A chaque néel m on associe La droite D, d'équation 
(e,,) mx + (2m-1)y + (2-m) = 0. 


Démontrer que toutes Les dnoites D, passent par un unique point fixe A. 


Il s'agit ici de démontrer qu'il existe un et un seul point A(x,y) tel que : 


Vmem , Ax;y) € D 


Dans ce cas, l'ensemble E est l'ensemble des points A du plan. La fonction proposi- 
tionnelle p(A) est définie par " VmER, AE D: ". 


enfin V={A6E: VMmEeR,AE D} 


Comment peut-on trouver A? Utilisons la méthode exposée précédemment. 
Supposons que A vérifie p(A) et essayons d'en déduire des ''renseignements sur A". 
A(x,;y) vérifiant p(A), on a : 

VmEI , (x,y) vérifie (e_) 


On a donc à notre disposition une propriété vraie pour tout m appartenant 
à IR : il est alors normal de penser à prendre pour m une (des) valeur(s) particulière(s). 
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On pressent qu'ici deux valeurs de m pourraient suffire à obtenir le seul couple (x,y) 
possible car (x,y) devra être solution d'un système linéaire de deux équations à deux 
inconnues. Prenons par exemple m = 0 et m = 1. On voit donc que (x,y) devra 


vérifier le système suivant : 


- y +2 
X + y + 1 


D'où on déduit que nécessairement x = -3 et y = 2. Il y a donc au plus un point A 
pouvant appartenir à toutes les droites D. 


0 (m 
0 (m 


0) 
1) 


On peut alors vérifier simplement que ce point A appartient à toutes les droites 
D, En effet, pour tout m deIR, on a : 


m(-3) + (2m-1)2 + 2 - m = 0 


Remarque : Il convient de signaler que, contrairement à ce que peuvent penser 
certaines personnes, la seconde étape de la démonstration n'est pas une simple vérifi- 


cation de calculs ! Elle est, bien sûr, indispensable. 


2nd exemple (bases duales) 


Soit {e,, Lys ++.) e,) une base d'un espace vectoriel E sun C et soit E* 
L'espace vectoriel des applications Linéaires de E dans C. 
h 
= * = { = 
On pose, pour x S_ TITE ei (x) = x, (5 ln Asa. Mie 
i=1 


e* 


Démontrer que {e; 2 ? 


1 ; e; | est une base de E* 


La linéarité des e* se démontre: facilement. 


Démontrons qu'ils constituent une base. Remarquons d'abord que, si on 


disposait d'un théorème nous permettant de dire que E* est de dimension n, il suffi- 


< 


ne 


open ge mme ge) ue # 
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rait de démontrer que (es jrs ex} est une famille libre. Nous allons proposer une 


démonstration n'utilisant aucun théorème de ce type. 
yYP 


Soit f un élément quelconque de E*. Démontrons qu'il existe un élément 


unique a, AD 5 À ) de C° tel que : 


n 
f = z. À; e? 
i=1 
n 
Ici, V = {Q Loue Ge Le ) À et}. 
i=1 


Essayons de déterminer l'unique élément de V par implication. On suppose que 
n 

Q es À) vérifie "f = ) À; e*", c'est à dire que l'on a : 
i=1 


n 
Vx€eE, CE ÿ Àe ex(x) 
i=1 


On a donc à notre disposition une propriété vraie pour tout x de E. Puisqu'on veut 
déterminer les À il est normal d'essayer de choisir judicieusement des éléments x 


de E de manière à isoler les À; D'ailleurs, sans même savoir si les À; pourront 
être isolés, il me semble normal de penser à particulariser x en posant x = ei puisque, 


dans le contexte, ce sont les seuls éléments de E qui ont été introduits. On obtient 


alors, en posant x,= e; : f(e.) = he 


Ainsi, le seul élément de C° possible est égal à ((fe,) -S Ce _)} L'existence se 
n 
démontre alors aisément : on vérifie en effet que : f = ) f(e.) e*. 
i=1 


PT on 


Remarque : 


Dans les livres usuels, les démonstrations de ce type sont très rarement 
rédigées ainsi : on démontre d'abord l'unicité en démontrant que les (e?) constituent 
une famille libre, ce qui revient à utiliser le procédé (2) décrit dans le paragraphe 
précédent (p(a) = p(b) => a = b). Quant à l'existence, qui correspond ici au fait 


que (e+) est une famille génératrice, elle est démontrée en "parachutant'"' les coeffi- 
cients go e À, de la combinaison linéaire. Alnsi par exemple, dans le cours 


d'Algèbre linéaire de Serge Lang (Inter Editions, Paris, tome 1, P. 161), l'existence 


est démontrée en premier. La démonstration commence ainsi (aux notations près) : 


"Soit fE€e E*, soit À; = f(e;). Nous affirmons que : 


f = À, e* + … +2X  e* en effet …" 
: REA à nn 


Rien n'est fait pour justifier un tel choix des À; 
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3. COMMENT DEMONTRE-T-ON L'UNICITE USUELLEMENT : TEST E 


A. Présentation du test. Précisions 
Indiquons d'abord l'énoncé du test : 


Dans Les problèmes d'existence et d'unicité, c'est à dire Les prob£èmes 
du‘{ype "Démontrer qu'il existe unet unseul élément d'un certain ensem- 
b£e E vérnigiant une propriété donnée (P]", préférez-vous, en général, 
démontrer séparément L'unicité, en démontrant que 4i a et b sont deux 
éléments de Æ vérifiant La propriété (P]), alors a = b. 


OUT NON JE NE SAIS PAS 


Indications orales données pendant la séance d'expérimentation 


Je demandais d'entourer la mention utile et de justifier succintement sa 
réponse. 
Précisions 


Ce test était proposé sur une fiche contenant d'autres énoncés de tests 


auxquels on demandait aussi de répondre. 


Aucune durée n'était imposée pour la réponse à ce test. Les personnes 


interrogées répondirent en général en quelques minutes (pas plus de 5 minutes). 


Personnes inter rogées 


Ce test fut proposé à 
. 34 enseignants de lycée (un groupe de 13, un de 9 et trois de 4) 
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. 25 enseignants du Supérieur ( quatre groupes de 4, deux de 3 et trois entre- 
tiens individuels) 


. 21 étudiants de CAPES de Mathématiques 
. 150 étudiants de Deug Math-Physique 2ème année 


. 10 élèves ingénieurs de l'Ecole Sup-Aéro. 


B. Résultats du test E. 


Era r | ; 
ob le | CAPES DEUG | Sup-Aéro 
REPONSES ; (34) 125) (21) (150) (10) 


2 


"BONNES REPONSES"! 2 2 1 
se nn Gi Rien IR SR LE 
cation'') 
18 (7J) | 12  (9J) | 17 (7J) 1137 8 (7j) 
OUI 
(53%) (48%) (81%) (80%) 
14  (9]) 6 (4j) 2 (2) 8 (2]) 2 - (21) 
NON (41%) (24%) (9%) (5%) (20%) 
2 7 2 5 0 
Re (6%) (28%) (9%) (3%) 





N.-B. : Dans chaque ligne (OUI, NON), — ‘nous avons indiqué entre paren- 
thèses le nombre de réponses justifiées. Par exemple, en DEUG, sur 150 étudiants, 


il y à 137 réponses OUI (soit 91%) dont 50 sont accompagnées d'une justification. 
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C. Analyse des justifications 


Réponses "NON" 


Celles qui ont été répertoriées dans la rubrique "bonnes réponses! ont été 
justifiées par le fait qu'il est préférable de procéder comme nous l'avons suggéré ci- 
dessus ; parfois d'ailleurs, dans certaines justifications de ce type, on n'insiste pas 
sur le fait que cette méthode donne un procédé de recherche de l'unique élément 


satisfaisant à la condition voulue. 


Dans les autres cas, les justifications reposent essentiellement sur le fait 
qu'il est souvent préférable de démontrer en même temps d'existence et l'unicité 
en raisonnant par équivalence. Il ressort clairement des discussions qui ont eu lieu 
à la fin des séances d'expérimentation, que les justifications de ce type ne reposent 
nullement sur un souci d'indiquer la méthode de recherche que nous avons proposée 


précédemment. 


Réponses "OUI" 


Les justifications s'appuient essentiellement sur l'un des points suivants : 
en procédant ainsi, c'est plus facile, plus clair, on sépare les deux problèmes. D'autres 


encore avouent que c'est par pure tradition. 


Nous allons indiquer ci-dessous les justifications fournies par les enseignants 


Enseignants de lycée : 


. "Dégager l'importance des deux résultats" 
. "Question rigueur ; mais si on peut éviter!" 
. "Plus facile à rédiger" 

. "Souvent plus facile" 


+ "Par formation ou déformation, mes prof. de fac m'ayant toujours montré 


le bon exemple" 
- MOUI sauf si l'existence et l'unicité peuvent être vues simultanément"! 


- l"Démontrer séparément l'unicité : OUI ; après avoir démontré l'existence". 


Enseignants du Supérieur : 


"Pour des raisons de clarté 


"La démonstration de l'existence est en général plus délicate" 


“Par clarté" 
"Par clarté (souci de séparation des justifications)" 


"Pour mieux cerner le problème et car la notion d'équivalence est mal digérée 


et rarement vérifiée d'une ligne à l'autre". 
"Séparer les difficultés. Clarté du raisonnement"! 


"Je préfère montrer d'abord l'unicité pour pouvoir chercher l'élément avec 


n'importe quelle méthode"! 


"C'est sécurisant de savoir que s'il existe un élément, il est unique. Mais il n'y 


a pas de mon point de vue de règle absolument générale" 


"OUI maintenant ; mais il m'est arrivé autrefois de glisser la démonstration 


de l'unicité dans le corps de la démonstration de l'existence" 


D. Commentaires 


Le nombre de'bonnes''réponses est très faible, tant chez les enseignants 
que chez les étudiants. Il n'y a que quatre enseignants sur cinquante neuf qui font 


référence à la méthode que nous avons proposée précédemment. 


La quasi-totalité des enseignants semblent donc procéder soit par équiva- 
lence (quand c'est possible), soit en démontrant l'unicité avec la méthode indiquée 


dans l'énoncé du test. 


Le pourcentage de réponses "OUI" chez les étudiants est très élevé, bien 


plus important que chez les enseignants. Il semble que la démonstration de l'unicité 


Fame hi 


L 
$ 


ne mets do ne ns ce cntloumenns nn ner dns cmt Éveumnes De, ont dues amer Dane 





; 
» 
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: 
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82% 


avec la méthode proposée dans le test leur est tout à fait familière et leur paraît 
facile. Une telle différence entre étudiants et enseignants peut s'expliquer par le 
fait que, lors d'un examen, les étudiants préfèrent être assurés d'avoir pu répondre 


à une partie de la question, qu'ils considèrent d'ailleurs souvent comme facile. 


L'analyse des justifications des enseignants montre que le souci de "clarté" 
semble l'emporter sur celui d'enseigner une méthode de recherche. Ce genre de 


réaction avait pu être observé dans le chapitre précédent concernant les démonstrations 
faites en partant de la conclusion. 
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4. ETUDE DE LA MANIERE DE RESOUDRE 


UN PROBLEME D'EXISTENCE ET D'UNICITE : TEST D 


A. Présentation du test. Précisions diverses 


Indiquons d'abord l'énoncé du test. 


17 


Démontrer que dans L'espace vectoriel E (sur R) des applications af{i- 
hes de TR dans.IR, Les deux applications PE é, définies par : 


4,(x) = -2x+1 et 6,(x) = 3x-2 constituent une base. 


K 


Indications orales données pendant la séance d'expérimentation 


Je précisais que la démonstration devait être faite uniquement en utilisant 
la définition d'une base : on ne pouvait donc pas utiliser le fait que l'espace E est 


de dimension 2. 


Précisions 


Ce test était proposé sur une fiche contenant d'autres énoncés de tests. 


Aucune durée n'était imposée pour répondre à ce test. Les personnes ont 


mis environ dix minutes. 


Personnes interrogées 


Ce test fut proposé à : 
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. 41 enseignants de lycée (un groupe de 17, un de 13, deux de 4 et un de 3) 
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. 34 enseignants du Supérieur (un groupe de 10, trois de 4, deux de 3 et 6 entre- 


tiens individuels) 


- 34 étudiants de CAPES (un groupe de 20, un de 14) 


30 étudiants de licence de Math. 


150 étudiants de DEUG Math-Physique 2ème année 


10 élèves ingénieurs de Sup-Aéro 
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B. Résultats du test D 





Enseig'° 5 | Enseig = Licence |Spéc. M Deug 
Lycée | Supérieur CAPES Math  |Sup-Aéro ?3 année 
41 (34) (34) (30) (40)  |(150) 


13 4 à 11 11 
| (38%) (12%) (7%) (28%) (7%) 
| BONNES 


Lee | de a fée 9 12 11 17 42 
(26%) (35%) (37%) (43%) (28%) 
TOTAL 
as l' | Cm | lo 
Faux d (f2]C € 
(2%) (9%) (10%) 
1 1 4 
TOTAL 
__ (20%) (21%) 7 (37%) 2 


NON TERMINE 


en une fois 










NON FAIT 
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Précisions concernant les différentes rubriques 





"BONNES REPONSES en une fois! 


Il s'agit de fiches dans lesquelles on démontre, par équivalence, que, pour 
tout élément f de E, il existe un unique couple (QUE 1) de IR? tel que : 


f = Mi + Mfo- Plus précisément, pour un f quelconque de E, de la forme f(x) = ax+b, 


on écrit que, pour tout couple ( À 47 À) de R? on a : 





f=ufi+af, <= VxEIR, axtb - À 4(-2x+1) + À,(3x-2) 





— Vx EIR, ax+b = BA +34,)x Ai - 2A, 


! 
[NS] 
> 
+ 
œ 
> 

il 
p 


<== > (S) 





On conclut alors, soit en disant que le système (S) est de Cramer et qu'il 


admet donc une solution unique (sans expliciter cette solution), soit en écrivant que : 


À; = -2a - 3b 
(S) <=» 
À - a - 2b 


2 


'BONNES REPONSES en deux fois! 


Dans ce cas on démontre séparément que (ut } est une famille libre 


et que c'est une famille génératrice, c'est à dire que : 





Æ' FES 1h LE: SLR ISEIN 


- 87 - d 


() YA, x,)€ IR? [ Qufy +A2f) = 0) => (Q, = 0 et à, = 0)] 


(2) VIEE, 1Q,,2,)e mm? : fa Ace. 





Souvent dans ce cas, dans la démonstration de (2), l'obtention d'un couple 


(QUE À) se fait par équivalence et, par suite, l'unicité est démontrée une seconde fois. 


"ERREUR CLASSIQUE! 


Il s'agit de l'erreur suivante : on démontre correctement que fE2} 


est une famille libre ; mais pour démontrer (2), c'est à dire que c'est une famille géné- 


ratrice, on trouve Gy; À) en transformant la fonction propositionnelle 
°f = À f, + À f," par d'autres fonctions propositionnelles mais, pour une au moins 
des transformations, on procède par implication (ceci se traduisant sur la fiche soit 


par l'utilisation du symbole "=" soit par un mot tel que "DONC"). 


En d'autres termes, l'unicité est démontrée une seconde fois mais l'existence 


n'est pas démontrée. 


"[f,f,]e E" 


Dans ce cas, on démontre correctement que {ff} est libre mais, pour 


démontrer que c'est une famille génératrice, au lieu de démontrer que E est inclus 


dans le sous espace vectoriel engendré par Flo; que nous notons [f,,f,1, on démon- 
tre l'inclusion inverse (qui, d'ailleurs, est "évidente!" puisque f, et a sont deux élé- 
ménts de l'espace vectoriel E). On vérifie donc, dans de telles fiches, que Lfth 


est de la forme ax+b. 
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"FAUX -AUTRES" 
SEE 6) 


Dans 6 fiches de cette catégorie (une en lycée, queen DEUG et une 
en Spéciale M), la démonstratio® de frt, - libre est correcte: 


"DIM'E"= 2" 


On utilise, contrairement à mon indication, le fait que E est de dimension 2. 


"NON TERMINE" 


Dans 3 fiches de cette catégorie, on se contente de démontrer que 


f ES est libre. 


C. Commentaires 


Pour une démonstration aussi classique", le nombre de bonnes réponses 


est faible, même chez les enseignants. 


Les résultats sont tout à fait analogues chez les enseignants de lycée 


et chez ceux du Supérieur. Il en est de même pour les deux catégories : CAPES et 


Licence. 


Il y a 13 enseignants qui commettent "l'erreur classique". Ceci semble 
traduire, pour le moins, un certain ‘manque de soin" que l'on accorde parfois à ce 


genre de démonstration, et peut expliquer, bien sûr, certaines erreurs commises par 


les étudiants. 


On peut noter une différence sensible entre enseignants et étudiants : 
alors que les enseignants sont plus nombreux à donner une bonne réponse en une fois 
qu'en deux fois, c'est vraiment l'inverse chez les étudiants, quelle que soit leur 


catégorie d'ailleurs. Ceci confirme tout à fait les résultats du test E : les étudiants 
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ont une très nette préférence pour séparer le problème de l'unicité et celui de l'exis- 
tence. Dans le cas de l'exercice proposé, cette préférence est peut-être accentuée 
encore par le fait que, dans notre enseignement, on insiste sur le point suivant : 

une base est une famille libre et génératrice. Ces deux notions sont d'ailleurs étudiées 
séparément. Il semble bien que les étudiants préfèrent très nettement cette propriété 
caractéristique. On peut penser qu'il n'en serait pas ainsi si on leur avait enseigné 
avec plus d'insistance la méthode proposée précédemment et s'ils avaient conscience 


de ses avantages. 


Le nombre d'étudiants de DEUG de la catégorie "FAUX-[f.,f,] € E" 





est important. Ceci semble indiquer que la définition même d'une famille génératrice 


est mal comprise : après avoir écrit l'égalité : 


ax + b = À (-2x+1) + À ,(8x-2) 


les étudiants de cette catégorie explicitent a et b en fonction de “4 et de À 
Cette erreur correspond en réalité à une inversion des couples (a,b) et (à) quand 


on écrit {ff} est génératrice : 


VÉEE (f(x) = ax+b), 1,2) E IR? … 
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CONCLUSION 


Il ressort des résultats des tests que l'on ne met pas suffisamment l'accent, 
dans notre enseignement, sur l'apprentissage de méthodes de résolution des problèmes 
d'existence et d'unicité. Comme on l'a déjà vu dans le chapitre précédent, on accorde 
une importance plus grande à ce que beaucoup appellent la "clarté" de l'exposé. 

A ce sujet d'ailleurs, je ne vois pas en quoi une rédaction d'une démonstration suivant 


la méthode que nous avons proposée serait moins claire ! 


Le nombre important d'erreurs commises par les enseignants et par les étu- 
diants dans la résolution de l'exercice du test D (pourtant classique) montre que la 
démonstration séparée de l'existence et de l'unicité peut conduire à des erreurs. Ceci 
semble contredire le point de vue de beaucoup de personnes, selon lequel il est plus 


facile de procéder ainsi. 


Dans la mesure où on dispose d'une méthode de recherche souvent efficace, 
il serait souhaitable de mieux l'enseigner, et comme on l'a signalé dans le chapitre 
précédent, de REDIGER LA DEMONSTRATION COMME ON L'A CHERCHEE. 
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INTRODUCTION 


Ce chapitre va être consacré en grande partie à l'étude de certains effets 
liés à l'utilisation des quantificateurs dans des définitions et des démonstrations 
d'analyse. Nous avons choisi, pour illustrer notre étude, la démonstration du théorème 


classique suivant : "la somme de deux fonctions continues est continue". 


Indiquons d'abord certaines raisons qui m'ont amené à faire une telle étude. 
Dans les problèmes de ce type, les étudiants, à l'oral ou à l'écrit, m'ont souvent 
donné l'impression de manipuler certaines écritures pleines de symboles sans vraiment 
comprendre ce qu'ils faisaient. Ce genre de comportement se retrouve d'ailleurs à 
tout niveau : Deug, classes préparatoires, licence ou maîtrise de mathématiques. 
Il y a cinq ans, au cours d'un stage IREM consacré à l'Analyse et regroupant 
une vingtaine de professeurs de lycées de l'Académie de Toulouse, nous avons été 


amenés à discuter de la démonstration de la propriété très classique suivante : 


"La somme de deux £onctions continues est continue" 


J'ai signalé aux stagiaires que, très souvent, cette démonstration semblait 
mal comprise, et je leur ai demandé si, à leur avis, il était possible de rédiger 
cette démonstration sans utiliser les quantificateurs. Ma question sembla les 
surprendre. Certains pensaient qu'il n'était pas possible de le faire ; d'autres, que 
c'était peut-être possible, mais qu'il faudrait certainement pour cela remplir 
plusieurs pages. Alors, pour la première fois d'ailleurs depuis une quinzaine d'années 
d'enseignement, je me suis astreint à rédiger cette démonstration sans utiliser 
les quantificateurs, et tout le monde put se rendre compte que ce n'était pas plus 
long qu'en les utilisant. Je dois avouer que la réaction du groupe me surprit. 

Je me doutais bien, en effet, que le symbolisme dissimulait la vraie nature du 
problème ; mais je ne soupçonnais pas que, pour certains, il pouvait être lié, à 


ce point, à la notion. Leur réaction, d'une certaine manière, était analogue à celle 
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qu'ils auraient pu avoir si je leur avais demandé de résoudre certains problèmes 
d'algèbre (par exemple ceux qui se ramènent à la résolution d'une équation) sans 
utiliser le symbolisme et les outils algébriques. Cette séance fut pour moi le 


point de départ de l'expérimentation et de l'étude ci-dessous. 


J'ai d'abord proposé à des enseignants, de lycée et d'Université, et à des 
étudiants un test écrit dans lequel on demandait de démontrer, à partir de la défi- 
nition en (e,n) d'une fonction continue, que la somme de deux fonctions continues 
est une fonction continue de deux manières : d'abord en utilisant les quantificateurs 


(test B,), puis sans les utiliser (test B,). Les résultats de ce test B, confirmaient 


tout à fait la réaction des collègues du groupe décrite précédemment. Quant à ceux 
du test B;; ils indiquaient clairement que cette démonstration est moins facile qu'il 


n'y paraît. 


J'ai alors pensé que le fait d'imposer l'utilisation ou la non utilisation 
des quantificateurs avait peut-être pu troubler certains et j'ai proposé deux autres 
tests à des enseignants et à des étudiants différents des précédents. Dans le 
premier (B',) on demandait une démonstration de la même propriété (f+g continue) 
mais dans ce cas, on n'imposait rien concernant l'utilisation ou la non utilisation 


des quantificateurs. Dans le second (B',) on demandait s'il est possible de rédiger 


la démonstration de cette propriété sans utiliser les symboles VW et 1 ; on ne 


demandait pas, dans ce cas, de rédiger la démonstration. Les résultats du test B', 


montrèrent alors que la quasi totalité des personnes interrogées utilisaient les quanti- 


ficateurs, sans qu'on le leur impose, rappelons-le. Les résultats du test B', confir- 
; q pose, rap 2 


maient, eux aussi, la réaction des collègues du stage IREM. 


Je me rendis compte, à la lecture des fiches de tests, qu'il y avait vraiment 


très peu de personnes qui commençaient leur démonstration en disant "Soit e > 0" 





SN 


Ceci me surprit d'autant plus que, parmi mes propres étudiants de Deug 2ème année, 
3 sur 86 commençaient leurs démonstrations ainsi alors que, dans mon-cours d'Analyse 
sur les suites, je commençais toutes mes démonstrations directes ainsi ! J'ai alors 
élaboré un autre test (F) portant uniquement sur ce point : je proposais sur une 


feuille deux démonstrations (justes) d'une propriété très simple : 


(a+b)? = a + Z2ab + D” 


Dans la première, on utilisait le symbole " ÿ" ; on commençait par : 
2 2 
V(a,b) € IR“ , (a+b)* = (a+b)(a+b) … 


Dans la seconde, on commençait par : 


"Soit (a,b) E R°" 


Je demandais, pour chacune de ces démonstrations, si elle était juste ou fausse. Les 
réponses des enseignants et des étudiants à ce test montrent que l'utilisation du 


"Soit", pourtant fréquemment utilisée dans les livres et dans les cours, pose problème. 


Nous commencerons, dans ce chapitre, par donner des précisions sur les 
diverses séances d'expérimentation et par indiquer les résultats de ces différents tests. 
Nous ferons ensuite quelques suggestions concernant l'utilisation des quantificateurs 
dans notre enseignement, et nous aborderons alors le problème plus général du symbo- 


lisme en mathématiques. 


Signalons dès à présent certains points communs à toutes les séances d'expé- 
rimentation de ce chapitre : elles duraient une heure environ, et aucune d'elles 
n'était consacrée exclusivement aux tests analysés dans ce chapitre. Il n'y avait pas 
de limitation de temps pour répondre à ces tests. Les personnes interrogées ont mis 
environ une dizaine de minutes pour chacun des tests B;; B',; B, et F, et cinq minutes 


pour le test B'.. Enfin, comme toujours, toutes les séances d'expérimentation se sont 


2" 
déroulées en ma présence et les tests étaient anonymes. 
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1. DEMONSTRATION DE ‘"f+g continue" : TESTS B., , B' 


1 1 


A. Présentation des tests B B', - Précisions diverses. 


1— 1 


Indiquons d'abord les énoncés de ces deux tests : 


B, On considère Le théorème suivant : 


"Si & et g sont deux fonctions de IR dans R continues en x, alors La 
éonction $+g est continue en x " 


Rédiger de manière nigoureuse La démonstration de ce théorème en utili- 
sant Les quantificateurs. 


B', [ne énoncé que B,, à part Les quatre derniers mots ("en utilisant Les 


quantificateurs") qui sont supprimés. 


Indication orale donnée pendant le test : 


Je précisais que l'on demandait une démonstration s'appuyant uniquement sur 
la définition de la continuité en (e,n) ou avec les intervalles, et que l'on ne pouvait 


pas utiliser des théorèmes tels que “£a Limite d'une somme est La somme des Limites". 


Précisions sur les séances d'expérimentation 


1. Rappelons que ces deux tests n'ont jamais été proposés aux mêmes 


personnes, et que le test B, était suivi, sur la même fiche, d'un test B,, que nous 
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analyserons dans le paragraphe suivant, dans lequel on demandait de faire la démons- 


tration sans quantificateurs. 


2. Le test B, fut proposé à 44 enseignants et à 86 étudiants : 


. 25 enseignants de lycée : un groupe de 18 et un groupe de ‘7 

. 19 enseignants du Supérieur : un groupe de 10 et 9 entretiens individuels 
30 élèves de la classe de Mathématiques Spéciales M 

. 43 étudiants de licence de Mathématiques pures 


. 13 étudiants préparant le CAPES de Mathématiques. 


_3. Le test B', fut proposé à 34 enseignants et à 117 étudiants : 


. 21 enseignants de lycée : un groupe de 13 et deux de 4 

. 13 enseignants du Supérieur : un groupe de 5, un de 4, un de 3 et un 
entretien individuel 

86 étudiants de DEUG Math-Physique 2ème année 

10 élèves de 1ère année de l'Ecole d'Ingénieurs Sup-Aéro 

21 étudiants préparant le CAPES de Mathématiques 


. 
. 


Regroupement des deux tests 


Nous nous sommes rendu compte, lors du dépouillement, que les démonstrations 
proposées pour l'exercice du test B', sont tout à fait analogues à celles du test B, : 
même lorsque leur utilisation n'est pas imposée comme dans B;, les quantificateurs 
ont été utilisés sauf par 3 personnes (des enseignants) sur 151 ; inversement d'ailleurs, 
bien que dans B, l'utilisation des quantificateurs soit imposée, 3 personnes (des 


enseignants) sur 130 ne les utilisent pas. 


Il nous a donc semblé préférable de présenter ces deux tests. dans le même 


paragraphe et d'en faire une analyse commune. 
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Précisions concernant les diverses catégories de personnes interrogées par rapport 


à la propriété à démontrer 


DEUG 2ème année : les étudiants avaient vu la définition de la continuité 
en 1ère année de DEUG (peut-être même au lycée), ainsi que la démonstration de 
cette propriété. En 2ème année, dans mon cours d'Analyse, on avait étudié aupara- 
vant les suites, les séries, et la convergence uniforme. Les théorèmes concernant 


les opérations sur les suites avaient été démontrés en détail. 


Spéc. M. Sup-Aéro : l'étude de la continuité est faite en Math Sup 


Licence de Math et CAPES : la notion de continuité, étudiée en DEUG, 
est reprise dans un cadre plus général dans le certificat de topologie que tous les 


étudiants interrogés avaient suivi. 


Enseignants de lycée : il est important de signaler que la démonstration 
de la propriété considérée dans le test n'est pas au programme des classes de lycée. 
Ceci peut expliquer que 7 d'entre eux, classés dans la catégorie "DIVERS" dans notre 


dépouillement, n'ont pas été en mesure de proposer une solution. 


Enseignants du Supérieur : pour nous, il s'agit d'une propriété classique 
qui est au programme de toutes les sections de DEUG 1ère année. 


B. Exemples de démonstrations considérées justes 


Nous allons d'abord proposer une démonstration sans quantificateurs que nous 
expliciterons de manière détaillée, puis nous indiquerons succintement une démonstra- 


tion avec quantificateurs. 
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1. Démonstration sans quantificateurs 


Rappelons d'abord la définition de la continuité en un point : une fonction h 
de IR dans IR est continue en un point x de IR si, pour tout nombre a > O, 


on peut trouver un nombre b > O0 tel que, pour tout x de IR : 
[xx | <b — [h(x)-h(x )| < a 


Les fonctions f et g étant supposées continues en X ? il s'agit de démontrer 
que f+g est, elle aussi, continue en X » c'est à dire que, pour tout € > 0, on peut 


trouver un nombre n > 0 tel que : 


(1) pour tout x de IR, [x-x, | £<n — |(E+8)Gx)-(E+8) (x )| < € 


Donnons-nous un € > O0 quelconque et essayons de trouver un n tel que 


la propriété (1) soit vérifiée. 


un nombre n: > 0 


bin 


f étant continue en x,» on peut associer au nombre 


tel que : 


bi m 


(2) pour tout x de IR, [x-x | £ NU — [FGx)-FCx )] < 


De même, d'après la continuité de g en x,» on peut trouver un nombre n, > 0 


tel que : 


€ 
(3) pour tout x de IR, [x-x, | £n, —> [eGx)-8(x )| <3 


Considérons alors le nombre n = min în,,n,}. Ce nombre convient. En effet : 


pour tout x de IR, [x-x | <n=>|(f+g)(x)-(f+8)(x )<lfG)-(x )1+18Gx)-gtx le 3 +5 =e 


ns os dom. us dus, out one met Lans Lana Ce “mes ans mens dons Coms do mms dus mes 


Se mms É e mem mme ne mm ns os | 


—— 


a. ty 


EEE ee 


Dunes Duc gs 


| Dpt et stp 


_ 
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Remarques : 


1. Cette démonstration que nous faisons souvent dans nos cours en quelques 
lignes a été étudiée de manière approfondie par des auteurs tels que D. SOLOW [SO ] 
ou W.W. BLEDSOE [ BL ], ce dernier envisageant ce problème dans le cadre de la 
démonstration automatique de théorèmes ; on peut alors mieux se rendre compte de 


toutes les étapes intervenant dans cette démonstration. 


2. Nous pouvons rattacher cette démonstration au problème précédemment 


étudié concernant le procédé de démonstration en partant de la conclusion. 


Nous avons affaire ici à un problème où la conclusion est connue ; la démons- 
tration précédente a été rédigée en partant des hypothèses et en arrivant à la conclu- 
sion. En réalité, mentalement en tout cas, on part de la conclusion (C) que l'on 


remplace, en tenant compte de la nature des hypothèses, par des propriétés (C.), 


(C,), .… telles que (C,) — (C.) —>(C). Ainsi, €e étant donné, on a : 


(C)<— In>0: VxeR, Ix-x | <n=1(f48)G)-(f+8)(x )1 <e 
(C,) «= An >0: VreiR, Ix-x len =1fG-f(x)l+l8G-gtx )| < € 
(C) > In >0:Vxeknm, [x-x |< 1 —|f(Gx)-f(x,)| <3 et [e@x)-g(x )| < 


= 
2 


Dans ce test, nous ne nous sommes pas préoccupés de ce point (partir ou 


ne pas partir de la conclusion) dans l'analyse des solutions proposées. 
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2. Exemple de démonstration avec quantificateurs 
RE 











f continue en x, <== Ve > 0, h; >0 : [x-x, | sn = [F(x)-#(x )| < € 
g continue en x, <= Ve > 0, An, ; [x-x, | <n. — [g(x)-8(x )| <Ee 


f+g est continue en x: En effet : 


Ve >0, An = min iné » ne} 
2 2 


xx l<sn = [+8)G)-(Er8)(x )| < e 


En effet, si [x-x, | £n on a : 
[8)G)-(F+8) (x ) | < GG) 1+18G)-8(x )1 <5 +$ = Æ 


Rem arque : 


Nous avons aussi considéré comme juste une démonstration du type : 


/A 
bol m 


f continue en x, = V5 In, > O0: [xx |<n = [FG)-E(x )| 


g Continue en x, => V> Jn,> 0 : xx, | LM leG)-8(x )| 


JA 
Dim 


(f+g) continue en x, Car : 


Ve > 0 4n = minin, ,n } 


PL En 1p)0-(8) 1 € FO) +188 E + 


ol mn 
l 


O 
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Cette démonstration diffère de la précédente par le fait que le nombre 


positif intervenant dans la continuité de f et de g a été appelé, dès le départ, = : 


C. Classification des solutions proposées 


Contrairement à la démonstration de la remarque ci-dessus que nous avons 
considérée juste, nous avons classé à part trois types de démonstrations que nous 


avons rencontrées souvent. Nous les désignerons par la suite respectivement TT T3 


Type (e,5) 


Il s'agit de démonstrations correctes à l'exception d'une étape non justifiée, 


l'implication suivante 


(f continue en x ) => (Ve >0 An > 0: Ix-x, | En => [FG)-1(x << S ) 


Type (€, 2e) 
Il s'agit de démonstrations corrèctes à l'exception de l'implication suivante 


qui n'est pas justifiée : 


(Ve >0 An >0: [xx | = |(48)x)-(f+8)(x )|< 2e) 
ÿ 


(f+g) continue en x 


€ € 
Type (€, + ©,) 

Les démonstrations de ce type sont correctes à l'exception d'une étape qui 
semble indiquer que l'idée générale de la démonstration n'est pas bien comprise. 
Plus précisément, les auteurs de ces démonstrations, après avoir écrit la définition 


de la continuité de f en x à partir d'un nombre e, ? 0, et celle de g à partir 


Le tDE x 


d'un nombre Sur 0, écrivent quelque chose de la forme : 


(1) "On pose € = y + €) 


et ils terminent leur démonstration, de manière classique, en prenant pour n le plus 


petit des deux nombres ny et no associés respectivement à € et €. 


Nous avons par contre considéré comme correctes les démonstrations telles 


que celles-ci dans lesquelles l'étape (1) est remplacée par une phrase de la forme : 


(1') ‘"Choisissons e, et €, tels que e, + e, = €". 


Commentaires sur ces trois groupes de démonstrations 


Au cours de divers stages IREM, certains collègues semblaient surpris que 
de telles démonstrations ne soient pas considérées comme des démonstrations tout 


à fait correctes. Je crois donc utile, ici, de préciser mon point de vue à ce sujet. 


Rappelons d'abord que l'on demandait dans l'énoncé du test une démonstration 


rigoureuse. Analysons les étapes imprécises dans chacun des trois cas. 


Dans le cas des démonstrations du type (e, $ ), il s'agit du passage de 
la définition de la continuité de f en x à la propriété obtenue en remplaçant, à 
la fin de cette définition, € par + À mon avis, cette étape n'est pas évidente. 
L'implication réciproque pourrait, à la rigueur, être considérée comme telle, car 


elle repose sur la propriété simple suivante : 


"SL un nombre est majoré par 5 , AL est a fontioni majoré par € " 


Il est clair, par contre, que la réciproque de cette propriété est fausse ! Il convient 
de bien préciser que,e étant choisi,n est un nombre associé à $ quand on écrit 


la définition de la continuité de f en Xo+ 
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L'analyse du cas ( €, 2€ ) est analogue : um nombre majoré par 2e n'est 
pas forcément majoré par € ! Il convient donc de signaler dans ce cas que, dans ce 
qui précède, il suffit d'écrire la continuité de f et de g en partant du nombre S 


et non pas €. 


Il est clair que, dans ces deux cas, les démonstrations seraient correctes si, 
au préalable, on avait vérifié (ou, au moins, signalé) que dans la définition de la 
continuité d'une fonction f en x,» On peut, en remplaçant à la fin € par ke 


(k étant un réel > 0) obtenir une définition équivalente. 


Dans les définitions du type (e 1* Eh quand on écrit "On pose e =e, + E2" 
il semble que c'est € qui est choisi en fonction de ey et €» alors que c'est 


l'inverse, bien sûr. Cela peut laisser supposer, sans certitude toutefois, que les auteurs 
de telles démonstrations n'ont pas bien compris la marche à suivre générale. En tout 
cas, une telle manière de procéder, dans un cours, n'est pas de nature à clarifier 


le déroulement de la démonstration. 


Précisions sur d'autres types de solutions proposées 


2 


Nous avons classé dans la rubrique "FAUX-SUP" les solutions qui seraient 
soit justes, soit de l'une des trois catégories T;; T; T;, précédentes, si elles ne 
contenaient pas l'erreur consistant à prendre pour n le sup de ny et de n 2 (au 


lieu de l'inf.) 


Nous avons classé dans la rubrique "FAUX - DEFINITION FAUSSE", toutes 


les solutions dans lesquelles la définition de la continuité qui est proposée est fausse. 


La rubrique "FAUX - AUTRES" concerne toutes les solutions dans lesquelles 
la définition de la continuité est connue et qui contiennent une erreur autre que 


l'erreur consistant à prendre n = sup {n,, no} : 
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D. Résultats du test B,-B'; 


Licence 


TOTAL T, + T, +T 


Définition 
fausse 


AUTRES 
TOTAL DES FAUX 


DIVERS 
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Précisions complémentaires cconcernant ce tableau 


1. FAUX - SUP 


Indiquons le nombre de fiches qui auraient été classées dans la catégorie 
"BONNE REPONSE"' si elles ne contenaient pas l'erreur consistant à prendre le 
sup de n 1 © de n, au lieu de l'inf : 


8 sur 23 en Deug, 

0 sur 3 en Spéciale M. Sup-Aéro, 

1 sur 7 en licence, 

1 sur 9 au Capes, 

2 sur 5 chez les enseignants de lycée, 

2 sur 2 chez les enseignants du Supérieur. 


D'après la définition de cette catégorie de réponses, toutes les autres fiches 
de cette rubrique contiennent donc, en plus, une ‘"imprécision" de l'un des types Ty, 
T; ou T3- 


2. DEFINITION FAUSSE 


La plupart du temps, la définition proposée ressemble à la bonne définition, 


mais les quantificateurs ne sont pas écrits dans le bon ordre. 


3. FAUX - AUTRES 


Nous allons indiquer dans le tableau ci-dessous les types d'erreurs commises 
dans cette catégorie qui, rappelons-le, concerne les solutions fausses dans lesquelles 
la définition de la continuité est connue, et qui contiennent une erreur autre que 


celle consistant à prendre le sup de n 1 ©t de PT 
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Divers 





Précisions sur ce tableau 


" n disparu" : dans les solutions de ce type, il n'est plus question de n dans la 
démonstration ; on majore [(E+8)(x)-(f+8)(x )] par € , sans rien supposer sur x, et 


on en déduit que f+g est continue en X 


"Même n pour f et g" : au départ, on suppose que le nombre n associé à € dans 
la continuité de f est le même que dans la continuité de g 


A € A 2.2 ‘à . L2 
"Même n pour € et 3 ": on considère ici que le nombre n associé à 3 est 


le même que celui qui est associé à e. Dans le cas des réponses de type (€ , 3 }, 


on peut penser que ce n'est pas faux mais qu'il manque une justification. Dans le cas 


présent, ce qui est écrit sur la fiche est faux. 


"Ordre quantificateurs" : en cours de démonstration, une propriété est écrite avec 


des quantificateurs dans un ordre incorrect. 


—— 


TT ef PE mm 


AT ENS e 


AT, NE CR, nt Re VE nt, RE) <), 


4 — 


NS SU ER, 
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4. DIVERS 


En Deug, sur les 8 fiches de cette catégorie, il y a 3 copies blanches et 
5 dans lesquelles on utilise le théorème sur la limite d'une somme, alors que j'avais 


précisé que l'on ne pouvait pas l'utiliser. 


Chez les enseignants de lycée, sur les 7, il y a 3 copies blanches, 2 ne 
contenant que la définition de la continuité, et 2 utilisant le théorème sur la limite 


d'une somme. 


Dans la fiche (unique) de l'enseignant du supérieur classée dans cette caté- 


gorie, les symboles utilisés changent‘en cours de démonstration. 


E. Commentaires 


Pour une démonstration considérée très souvent comme facile, on est surpris par 
le nombre peu élevé de "bonnes réponses!"', y compris chez les enseignants. Dans le 


meilleur des cas (enseignants du Supérieur), il n'y en a que 50%. 


Le nombre de solutions vraiment fausses (sans prendre en compte celles du 


type T., T., ou T3) est important, surtout en Deug (62%). Ces étudiants, de -ème 


17 2 

année, avaient donc été reçus à leurs examens de première année. Les pourcentages 
de solutions fausses les plus plus bas se trouvent en Spéciale M. Sup-Aéro (8%) et 
chez les étudiants du Supérieur (9%). En licence de Maths pures, au Capes et chez 
les enseignants de lycée, les pourcentages de solutions fausses sont du même ordre : 
33%, 29%, 30%. 


Le nombre de solutions de type Ty, Ta ou T3 est important, chez les 
enseignants et chez les étudiants. Ceci semble être révélateur de la manière souvent 


imprécise dont on présente dans notre enseignement certaines démonstrations d'analyse 


qui, à mon avis, nécessitent beaucoup plus de soin. Il n'est alors pas étonnant qu'en 
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procédant ainsi, la vraie nature du problème peut échapper complètement à certains 


élèves qui risquent de garder seulement de ce type de démonstration un aspect cal- 


: n € E _ mn 
culatoire tel que, par exemple, 55e À. 


Le nombre important de "FAUX - SUP" est significatif : il semble que, 
noyé au milieu d'écritures pleines de symboles, le problème considéré ait perdu 


son sens. Certains, probablement, pensant au cas de la propriété analogue pour 

‘la somme de deux suites, procèdent par pur mimétisme : c'est vraisemblablement 

le cas en Deug : les étudiants, depuis quelques mois, étudiaient bien plus les suites 
que la continuité. Mais l'examen de certaines fiches de ce type montre que, parfois, 


l'erreur commise peut aussi s'expliquer autrement : après avoir écrit : 


[x-x, | < n, => FF(x)-£Cx )| < €, 
[x-x, | É. vr [8(x)-g(x)] < €, 
on remarque que 
[x-x, | £< n, € [x-x | <n, => [x-x | < Sup {n, 0 2} ’ 


et on en déduit que n = Sup { nn 2} convient. En d'autres termes, alors 
ue l'on cherche une condition qui implique à la fois X=-X < et 

q qui implique Rex l< on, 

[x-x, | £ nn 2cnen donne une qui se déduit de ces deux conditions. L'erreur, en 


définitive, provient de la confusion entre condition nécessaire et condition suffisante 


qui, ici, est un peu camouflée par l'écriture symbolique. 


L'erreur consistant à prendre n = n Rens peut aussi s'expliquer ainsi. 


La perte de sens se retrouve de manière plus profonde encore quand on 
analyse les solutions du type "FAUX - AUTRES". Pour 7 élèves de Deug, il n'est 
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plus question de n ! La justification de leur réponse semble reposer sur le point 


suivant : 


1Eg)G- ag) << FCO) + 8GD-gG | < 5 +5 = € 


Ils ne se préoccupent plus du tout des conditions sur x pour que l'on ait 


[£Gx)-FCx ) | <> et lg(x)-g(x )| < 3 Ceci correspond tout à fait à des réactions 


d'élèves de classes préparatoires que j'ai pu observer en Colles : pour certains, une 
fonction h est continue en x si [h(x)-h(x )| peut être rendu plus petit que € (sans 


autre précision). Une erreur analogue se rencontre fréquemment dans la définition 

d'un ensemble compact (à partir des recouvrements) : beaucoup pensent qu'un 
ensemble est compact s'il peut s'écrire comme réunion d'une famille finie d'ensemble: 
ouverts. Le début de la définition est carrément laissé de côté. Il suffit, bien sûr, pour 
montrer aux élèves que ceci est faux, de leur signaler qu'avec une telle définition 

tout ensemble E serait compact puisqu'on peut prendre comme famille d'ouverts 
recouvrant E, la famille réduite à E. 


+ 


ny t No 
nt à additionner deux lignes 


Dans la rubrique ADN ", l'erreur consiste 


membre à membre. Deux étudiants de Deug vont même jusqu'à l'écrire explicitement 


sur leur fiche ! Plus précisément, les solutions de ce type se formulent ainsi : 


Ve: > 0 An, > 0 : [x-x, | TES. [F(x)-#(x )| $ FFy 


Ye >0 An,>0:{xxl< , — le(x)-g(x )| < €, 


2 
n, FA 
! » 
D'où [x-x, | S — + (f(x À] + [g(x)-8(x )| $ Eej+ €, 
Ils concluent alors en posant n = ——{ ete = Eyt ©: 


2 
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Ici aussi, au lieu de donner une condition sur x qui implique les deux conditions 


[x-x | < on, et [x-x, | < on en donne une qui s'en déduit. 


M5 


En Deug 2ème année, 17 étudiants sur 86 donnent une définition fausse de 
la continuité, et, le plus souvent, l'erreur commise provient de l'ordre des quantifi- 
cateurs. Ceci semble traduire aussi une perte de sens due à l'utilisation des quanti- 
ficateurs : on ne se rend pas compte qu'une simple inversion de quantificateurs peut 


modifier complètement la propriété énoncée. 


Il convient cependant de remarquer que, en général, la définition de la 
continuité (avec les quantificateurs) est connue même si, comme on l'a vu précédem- 
ment, elle semble souvent mal comprise. On peut penser que, peut-être, l'utilisation 
des quantificateurs aide certains à se souvenir de cette définition qui, il faut bien 


le reconnaître, n'est pas si simple. 


Il est assez vraisemblable que certains types d'erreurs aient une origine 


DS 


commune : beaucoup de personnes ont tendance à penser que € est "petit", notion 
qui, bien sûr, n'a aucun sens en mathématique (contrairement à la notion "plus petit 
que …" qui en a un). Il n'y a pas si longtemps d'ailleurs, dans beaucoup de livres, 


la définition de la continuité commençait ainsi : 
"Pour tout nombre € > 0, aussi petit soit-il, … !! 


Par suite, dans l'esprit de beaucoup de gens, une majoration du type 


Û [fGx)-£(x,) | < e " est devenue synonyme d'une majoration de [ECx)-£Cx )| par 
quelque chose de "petit". Ceci peut expliquer les solutions du type (e, u ),: Ce ,; 2e), 
(e 1* €) : en effet, L , 2€ et € jt €©2 sont petits". On peut aussi 


vraisemblablement expliquer ainsi certaines solutions du type " n disparu!" : la seule 
chose qui semble compter c'est de majorer par quelque chose de ‘petit. Cette notion 


de "petit" apparaît d'ailleurs explicitement dans certaines fiches. 


Mare? MT Rates eer nn GE EE ES « LR 


ne RS ANR RE à 
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| En conclusion, on peut dire que cette démonstration, pourtant classique, est 
bien plus délicate qu'il n'y paraît, et que l'utilisation des quantificateurs n'arrange 


| pas les choses. Au contraire, elle semble conduire à une perte de sens du problème 


considéré. 
; 
L 
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2. DEMONSTRATION DE "f+g continue" SANS QUANTIFICATEURS : TEST B 


RE PROE E A A CPRE S O  VRS CE É  R E 


A. Enoncé du test B;.. Précisions diverses 


Indiquons d'abord l'énoncé de ce test. 


B On considère Le théorème suivant 


"SX & et g sont deux fonctions continues en X alors La fonction 


4tg est continue en x" 


Rédiger de manière rigoureuse La démonstration de ce théorème sans 


utiliser Les quantificateurs. 


Indications orales données pendant le test 


Je précisais, comme pour B;, qu'il s'agissait d'une démonstration s'appuyant 
uniquement sur la définition de la continuité en (e ,n) ou avec les intervalles, et 
que l'on ne pouvait pas utiliser des théorèmes sur les limites tels que "la limite 


d'une somme est la somme des limites". 


Je précisais de plus qu'il n'était pas interdit de faire une démonstration 


tout à fait analogue à celle, avec quantificateurs, proposée dans le test B, (qui se 


trouvait au-dessus sur la même fiche) à condition toutefois de ne pas les utiliser. 


Précisions sur les séances d'expérimentation 


Ce test, qui figurait sur la même fiche que le test B;, fut proposé aux mêmes 


personnes et dans les mêmes conditions que B,, c'est à dire à 44 enseignants et à 
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86 étudiants : 25 enseignants de lycée, 19 du Supérieur, 30 élèves de Spéciale M, 
43 étudiants de licence de Math pures et 13 étudiants de CAPES. 


B. Classification des solutions proposées. 


Dans l'analyse des fiches, nous nous sommes essentiellement intéressés 


au comportement des personnes interrogées concernant le passage de B;, à B; c'est 


à dire à leur manière de réagir lorsqu'ils ne peuvent plus utiliser les quantificateurs. 


Nous n'avons donc pas repris la classification du test B;. Précisons les différents 


types de solutions que nous avons considérées. 


\ 


Même démonstration qu'en B, sans VW et 1": dans la démonstration 
CCM COMOrTIAUION QUE E. FARM ON SE n°: 


donnée en B;; le symbole V' est remplacé par ‘quel que soit" et "2" par 


“il existe" ou un synonyme tel que "on peut trouver", par exemple. 


"Variante : voisinage, intervalle" : dans ce cas, la démonstration proposée 


ne contient pas de quantificateurs, mais il y a une variante par rapport à celle qui 

est donnée en B, : il est question de voisinages ou d'intervalles. Ainsi, par exemple, 

une propriété telle que "xx, | £ n "est remplacée par "xEe Lx - n x +0 1" 
"Variante : proche" : on propose ici la même démonstration qu'en B,, sans 


les quantificateurs, mais, en plus, une notion nouvelle apparaît, la notion "proche!" ou 


"voisine" qui, d'ailleurs, n'apporte rien à la validité de la démonstration. 


"Démonstration différente fausse!" : il s'agit de solutions totalement différentes 
de celles proposées en B,, et vraiment fausses, surtout dans le contexte du test où 
on demandait, rappelons-le, une démonstration rigoureuse. La plupart font partie de 


la catégorie ‘'proche-voisin" : il s'agit de solutions, souvent courtes, où il est questioi 
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de ‘''proche'' ou de ‘'voisin'" et dans lesquelles l'association (£ ,n), ou l'association 


analogue entre intervalles, n'apparaît plus. Donnons-en quelques exemples. 


ler exemple (Spéciale M) 
4 et G étant continues près de x »e£tes sont presque égales à &(x,) 
et gx}, donc ($+g) à (8+g)(x,) et donc £+g est continue car elle 


s'approche et atteint (8+g)(x,) en x. 


Signalons que l'auteur de cette solution avait proposé, pour le test B;; 
. € . . . . . 
une solution de type (€ ,-) qui n'avait donc rien à voir avec la solution précé- 


dente. 


2ème exemple (licence) 
Pour x {nès voisin de x > 4x) est aussi très voisin de 4x, |. De 


même, g{x) est tnès voisin de g{x,), pour x compris dans un autre 
voisinage de X Donc pour x contenu dans Le plus petit de ces 2 


voisinages de X > (4+g)(x) est voisin de (8+g1lx,]. 
Cet élève aussi avait proposé une solution de type (€ , 5 ) pour B;. 


"Non fait - limites" : dans de telles fiches, la démonstration, très courte, 
repose sur la propriété suivante qui, rappelons-le, ne pouvait pas être utilisée : 


la limite d'une somme est égale à la somme des limites. 
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"Non fait - Autres!" : il s'agit soit de copies blanches, soit de fiches 
contenant quelques mots traduisant le fait qu'il est "impossible" ou "beaucoup trop 
laborieux" de faire la démonstration sans quantificateurs. On trouve aussi des 
réflexions telles que "c'est affreux', I] y en a même une, d'un genre plus familier 


(de la part d'un enseignant) qu'il est préférable de ne pas faire figurer ici. 


Nous allons donner un exemple de fiche de ce type. Il s'agit de la solution 


proposée par un étudiant de licence qui avait donné une ‘bonne réponse"! au test B, 


(avec quantificateurs). Comme on le verra ci-dessous, il essaie de donner une solution 


sans quantificateurs et après avoir écrit quelques lignes, il abandonne. 


Exemple 3 (licence) 


Le 
fé continue en x signifie que, 44 pour x (€ MR), £(x) 5e "rapproche" 
de 41x,] alors x est proche de x 
De même g continue en x, #ignifie que 54 pour x (€ MR), g{x) 4e "rappro- 
che" de g{x,) alors x est proche de x: 


Soit x ER. Si (£+gl{x) = 4(x)+g{x) 4e rapproche de élx, l+g(x, ]= (étg)lx,, 


en francais, je ne peux pas. 


On est frappé dans ce cas par la traduction en "français" de la notion de 
continuité qui avait pourtant été écrite tout à fait correctement, avec quantificateurs, 


en B;- 
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C. Résultats du test B, 







Total, 
Capes |[Etud — 







même démonstration qu'en B, 


sans Y et 1 










Voisinages, 
Intervalles 








Variante 





TOTAL "Variante! 







, P 
Démonstration roche, 


_ différente 


fausse 







Voisin 















TOTAL "Démonstration diffé- 


rente fausse"! 





11 
(26%)| (20%) (20%) (52%)| (37%)! (45%) 









Limites 
Non fait 


Autres 













TOTAL "Non fait" 










DIVERS 


ns 


le 20 
un sh mnt LE lattté jaut 4 


| 
| 
| 
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Précisions complémentaires concernant le tableau 


Les 3 fiches d'enseignants de lycée classées dans la catégorie "DIVERS" 
sont des fiches dans lesquelles ni B, ni B, n'étaient traités. 
Parmi les 11 étudiants de licence ayant proposé la même démonstration 


qu'en B, sans V et 14, 3 rédigent une solution très longue dans laquelle on ne 


trouve pratiquement plus de symboles (ainsi, par exemple, " < " est remplacé 


par "inférieur ou égal"). 


D. Commentaires 


Il n'y a qu'une personne interrogée sur trois, environ, qui n'est pas "perturbée" 
par la suppression des quantificateurs. C'est ce qui apparaît quand on considère les 


pourcentages de la première catégorie "même démonstration qu'en B, sans VW et 14 ". 


1 


Dans cette catégorie, les pourcentages étudiants et enseignants sont tout à 
fait analogues. Ceci semble traduire le fait que notre enseignement est une des causes, 


les plus importantes sans doute, des réactions des étudiants. 


Cette analogie entre les comportements des étudiants et des enseignants 
se retrouve aussi si on considère le total des réponses des trois premières catégories: 
la catégorie précédente et les deux catégories "Variante". On a un pourcentage de 
49% chez les étudiants et de 41% chez les enseignants. On peut dire, d'une certaine 
manière, que ces pourcentages correspondent au cas des personnes "pas trop pertur- 


bées'' par la suppression des quantificateurs. 


Par contre, le pourcentage des ‘démonstrations différentes fausses!' est 


sensiblement plus élevé chez les étudiants que chez les enseignants. Les étudiants, 
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même lorsque leur niveau scientifique est comparable à celui de certains enseignants, 
préfèrent écrire quelque chose plutôt que de ne rien écrire. C'est un réflexe scolaire 
bien compréhensible compte tenu de notre système d'évaluation : on n'enlève pas de 


points en cas de réponses fausses. 


Le nombre élevé de solutions fausses de type ‘proche - voisin" chez les étu- 
diants peut, peut-être, s'expliquer ainsi : certains, convaincus d'une part que sans les 
symboles V et + il était impossible de faire une démonstration rigoureuse, et 
d'autre part qu'il y avait une solution à cet exercice (puisque je le leur posais) ont 
proposé le seul type de solution possible selon eux : le type "proche - voisin" ; quel- 
ques uns d'ailleurs, peu nombreux, ayant conscience que c'était "intuitif", le signa- 


laient sur leurs fiches. 
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3. DEMONSTRATION DE "f+g continue" SANS QUANTIFICATEURS : TEST B', 
es 


A. Enoncé du test B' 2” Précisions diverses. 
Indiquons l'énoncé de ce test : 


On considère Le théorème suivant : 
"SE & et g sont deux fonctions de R dans R continues en X > alors 
La somme f+g est'eontinue enx ". 


Est-il possible de nédiger La démonstration de ce théorème 4ans 
utiliser Les symboles " VW" et " An 


OUT NON JE NE SAIS PAS 


Indications orales données pendant le test : 


Je précisais, comme pour les tests B;, B';, et B, qu'il s'agissait d'une démons- 


tration s'appuyant uniquement sur la définition de la continuité en (& ,n ) ou avec 
les intervalles, et que l'on ne pouvait pas utiliser des théorèmes sur les limites tels 


que "la limite d'une somme est la somme des limites". 


Je demandais d'entourer la mention utile et de justifier, si possible, en quelques 
mots, 


sa réponse sur la fiche de test ; je leur disais aussi qu'une réponse non 
justifiée serait considérée comme intuitive. 
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Précisions sur les séances d'expérimentation 


Ce test fut proposé à 50 enseignants et à 160 étudiants : 


. 25 enseignants de lycée : 1 groupe de 13 et 3 groupes de 4. 

. 25 enseignants du Supérieur : 3 groupes de 5, 2 de 3 et 4 entretiens 
individuels. 

. 150 étudiants de Deug 2ème année Math-Physique. 

. 10 élèves ingénieurs de l'Ecole Sup-Aéro. 


Aucune personne n'a passé à la fois ce test et les tests B,-B,. 


B. Résultats du test B' 


Total 
Enseignants 


OUI Non justifié 


CN CS CN CIS 
nn 
! | | 
105 [4 © le 7 13 
| (70%) (40%) (24%) _(28%) (26%) 
| 16 [0 5. 3 8 
ol in) (1%) | Go | G2%) (16%) 


DIVERS 


NON< Non justifié 


(2%) 
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Précisions concernant le tableau 


Pour chaque type de réponse, OUI ou NON, "justifié" signifie que, sur la 
fiche, il y a quelques mots de justification et "Non justifié" qu'il n'y a aucune 
justification. 

K 
4 réponses "Je ne sais pas" sont accompagnées d'un justificatif : 3 chez les 


enseignants et 1 en Deug. 


Sur les 9 réponses classées dans la catégorie "DIVERS", 8 (toutes sauf une 
en Deug) correspondent à des fiches dans lesquelles on justifie la réponse "OUI" 
par l'utilisation du théorème sur la limite d'une somme, contrairement à l'indication 
N 


orale donnée pendant le test. ee 


C. Analyse des justifications proposées pour la réponse "OUI". 


Dans le cas de la réponse "OUI", les justifications reposent presque toutes 


sur le fait qu'il suffit de remplacer les symboles par des lettres. 


Signalons la réponse suivante, d'un enseignant du Supérieur : 


"OUT à condition de revenir aux notions représentées par VW et 1 mais 
ÂR est évident que cela complique". 


Un élève de Sup-Aéro qui au cours de ses études avait probablement dû avoir 


un professeur qui n'aimait pas trop des quantificateurs déclare : 


parfaitement sûr de savoir de quoi on par£e". 


s 


je est même souhaitable de Le faire sans quantigicateurs à moins d'être 


Enfin, en Deug, 2 étudiants voulant justifier leur réponse "OUI" en écrivant 


comment ils feraient, proposent des solutions sans aucun sens : dans la démonstration 
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classique, ils suppriment tout simplement les parties dans lesquelles interviennent 


les symboles Y et 4. Voici, par exemple, l'une de ces deux réponses : 
é continue en x, <= [tx -6(x)| tie, [x-x, | cn 
g continue en x, <=—=> Igtx 1-g1x)| ‘ €, [x-x | <n 
7. Ix-x, | “h on a : 


lé+g1(x)-(4+g)(x,) < létx-6(x 1] + Ig(xl-g(x | & e,* 


donc £+g continue en X 0° 


D. Analyse et_ inventaire des justifications proposées pour la réponse "NON" 


Dans ce cas, les justifications reposent le plus souvent sur le fait que les 
symboles interviennent dans la définition et que, par conséquent, on ne peut pas 
s'en passer. mais il y a dans les réponses certaines nuances qui nous semblent 
intéressantes. Comme, de plus, les justifications sont courtes, nous avons cru bon 


de les indiquer ci-dessous. 


Justifications "Etudiants!" 
Deug 2ème année 


D "On utilise des éléments de Logique qui nécessitent L'emploi de ces 
2 4ymboles et on veut une propriété vraie tout Le temps, donc VW" 


D; "Non 4i L'on revient à La définition Ve > 0, Æn > 0 .… 
(OUT 4 L'on fait avec L'existence des Limites)" 


Fr 19 414 Î JBL PE FE Jhdijes de 
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"Car il faut revenir aux définitions" 


"Ce théorème suit La définition de La continuité donc on est obligé de 
revenir aux V, 1. 


"Car La définition d'une fonction continue exige qu'il " A" un x 
à partir duquel £a fonction est continue" 


"Car il faut revenir aux déginitions" 

"Sinon on ne peut considérer tous Les cas" 

"Car il faut partir de La définition de continuité de £ et g" 
"Existence d'une Limite" 

"Car on utilise La définition" 

"Car ÀL s'agit de $ et g quelconques de Rdans R continues en x" 
"TL faut passer par V 4 ” 


"Par définition de La continuité d'une fonction en 1 Point, on doit 
utiliser Les quantités VW et 4" 


"Si on utilise La déginition de La continuité, on aura besoin des VW 
et des 1". 


"Car dans Les définitions de La continuité d'une fonction on est obligé 
d'employer des A et des VV" 
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" Car on se sent, dans La démonstration, de La déginition de La conti- 
nuit é" 


"Car pour Le démontrer, on a besoin de £a définition qui emploie VW, 
4 : 4 continue en x, —)>) Y > 0 md SDS OU 


"Impossible (même par une démonstration topologique) car il est 
nécessaire de déterminer L'existence d'un réel pour définir Le 
voisinage de Xo : 1: Vv: [x-x | < se 


"On est obligé de revenir à La définition de £a continuité d'une 
$gonction" 


"On utilise La définition de La continuité, —> on utilise V et 1" 


Car $ et g sont 2 fonctions quelconques de R dans R' 


"Toute démonstration rigoureuse fait intervenir des quantificateurs poux 
introduire » Xp (car ce théonème est vrai Vx, € 7" 


"La définition de La continuité impose Les symboles V et 3" 


"La continuité se démontre sur un intervalle = utilisation de Wx er" 
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Sup _ Aéro 
SA; "Non 4i on part de La déginition 4ans utiliser de théorème" 
SA, "Car La définition de La continuité implique L'utilisation de ces 


symboles". 


Justifications des Enseignants 


Enseignants de lycée 


Ë "On a besoin de VW , soit avec une démonstration avec Lim. Vx, 


soit avec démonstration avee Ve 


L, "Si L'on utilise La déginition avec Ve " 
L; "Je ne suis pas une machine" 
Ly Quel que soit €  ÀR existe" 


Enseignants du Supérieur 


S; nSi on rédige La démonstration, on La nédige correctement avec des 
notions précises" 
S "NON ou alors avec des phrases du genre : ${x) end vers 4{x,] et g{x) 


{end vers g{x,) done :.." 


S "... La définition adoptée de La continuité utilise Les 2 quanteuxrs 
existentiel et universel ..." 


S "Toutes Les démonstrations 4e namènent à L'utilisation des quantifica- 
Leurs" 


à LÀ d 
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E. Commentaires 


Il n'y a que 56% d'enseignants qui donnent la bonne réponse. Il semble que, 


même parmi les enseignants, beaucoup de personnes pensent que les symboles \ 
et + sont indispensables. 


Alors que pour les tests B, et B, les enseignants du Supérieur répondaient 


un peu mieux que leurs collègues de lycée (ce qui est normal puisque la démonstra- 
tion demandée, classique dans le Supérieur, n'est pas au programme des lycées), ici 
les pourcentages de NON et de "JE NE SAIS PAS" sont, eux aussi, tout à fait 


analogues. Le problème considéré semble indépendant du niveau d'enseignement. 


Les résultats des élèves de Sup-Aéro sont comparables à ceux des enseignants. 


Il y a par contre une différence très nette en Deug 2ème année : le pour- 
centage de bonnes réponses est vraiment faible (15%) et une nette majorité d'étu- 


diants n'hésitent même pas : 70% estiment que l'utilisation des symboles W et 
est indispensable. 


En Deug, la réponse "NON" est nettement moins justifiée que la réponse 
"OUI" : 65% des réponses "OUI" sont justifiées, alors que, parmi les réponses "NON" 
il n'y en a que 23%. Quoi qu'il en soit, même lorsqu'ils ne sont pas en mesure de 
donner une justification précise, les étudiants sont convaincus, pour la plupart, de 


la nécessité des symboles. Ceci, en réalité, n'est pas surprenant compte tenu de la 
réaction des enseignants. 


dit 


ne tn 2 


mt Te ut 


CÈ Pen. 


ED PE Te oi 
ne eh mm 
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4. REFLEXIONS COMPLEMENTAIRES SUR LES RESULTATS 


DES TESTS B, ET _B' 


2 2 


Rappelons d'abord qu'aucune personne n'a passé à la fois ces deux tests. 


On peut constater une certaine cohérence dans les résultats des enseignants 
à chacun de ces deux tests : en effet, dans le test B;; la catégorie "NON FAIT" 
concerne, d'une certaine manière, les personnes qui devaient penser que la démons - 
tration sans quantificateurs est impossible. Il y a dans cette catégorie 45% d'ensei- 


gnants. Or, dans le test B'.; il y a 56% d'enseignants qui répondent "OUI", c'est à 


dire qui pensent que la démonstration sans quantificateurs est possible. 


Les résultats de ces deux tests confirment tout à fait le comportement des 
professeurs de lycée observé lors du stage IREM dont il a été question dans l'intro- 
duction de ce chapitre : pour beaucoup, les symboles \'4 et 3 semblent être une 
partie intégrante de la définition des limites, à tel point que , sans eux, on ne peut 


plus manipuler cette définition. 


Pour montrer à quel point, dans l'étude des limites, les quantificateurs sont 
enracinés dans notre esprit, il me paraît intéressant de relater un entretien particu- 
lier que j'ai eu avec un collègue du Supérieur à ce sujet. Je lui ai posé, oralement, 


la question du test B', : est-il possible de faire la démonstration sans utiliser les 


symboles V et 2. Sa réponse, spontanée, fut la suivante : 


“Peut-être, mais ça me ferait souffrir" 


Le plus intéressant, c'est ce qu'il ajouta : 


"Malgré tout, je Les utitisenai intérieurement". 
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Au cours de notre entretien, il reconnut qu'il avait sur cette question une 
réaction tout à fait analogue à celle qu'il aurait eue si je lui avais demandé de 


résoudre certaines équations sans utiliser le symbolisme algébrique. 


Je lui ai donné mon point de vue à ce sujet, à savoir que l'on peut très 
facilement se passer des quantificateurs dans la démonstration. Une fois sa surprise 


passée, il sembla d'accord et ajouta : 
"On n'a pas suffisamment réfléchi au début à ce que ça signifiait. On 


init par ne plus savoir ce qu'on écrit". 
q 


Ces deux phrases résument assez bien la situation. Nous y reviendrons dans 


le dernier paragraphe consacré à l'utilisation du symbolisme en Mathématiques. 
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5. "SOIT" ou " Ÿ ": TEST F. 


A. Introduction : utilisation du "Soit > 0" 


J'ai été frappé lors du dépouillement des tests B,-B', et B, par le nombre 


très faible de personnes qui commençaient la démonstration "f+g continue" en écri- 
vant : "Soit € > 0". Nous allons préciser cela dans le tableau ci-dessous. Remarquons 


au préalable que les pourcentages de "Soit e > 0" sont du même ordre dans B; et 
dans B';- On peut donc regrouper, comme précédemment, les résultats dans un même 
tableau. Le "Soit € > 0" n'est pas utilisé davantage d'ailleurs dans le test B, dans 


lequel on imposait une démonstration sans quantificateurs. 


Utilisation du "Soit € > 0" dans la démonstration 


"f+g continue" (tests B,-B' 1) 






Deug Licence Ens.!° 
2è année | Math Supérieur 
(86) (43) (32) 





Utilisent 





"Soit £ > 0" 
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Commentaires 


L'utilisation du "Soit e > 0" semble, dans une large mesure, proportionnelle 
au niveau d'études des personnes interrogées. 


Cependant, même à l'université, il n'y a qu'un enseignant sur trois qui 
l'utilise. 


On pourrait penser que, chez les étudiants, leur comportement est unique- 
ment lié à la manière de procéder de leurs professeurs : il n'en est rien. En effet, 
en Deug 2ème année, j'avais utilisé régulièrement (avec les étudiants qui passaient 
le test) le "soit € > 0" dans mon cours d'analyse. Le moins que l'on puisse dire, 
c'eit que cela ne les avait pas vraiment marqués ! 

Souhaitant en savoir davantage à ce sujet, j'ai élaboré le test suivant, relatif 
à une démonstration élémentaire, en mettant l'accent uniquement sur un problème 


précis : l'utilisation du "Soit" ou du " V7 ". 


B. Présentation du test F. Précisions diverses 
Voici l'énoncé du test F. 


On propose deux démonstrations de La propriété suivante : 
Vla,ble k? (a+b}? = a? + 2ab + B?. 


1ère démonstration : 


Z à - (définition du carré 
Via,b)E IR , (a+b)° = (a+b)(a+b) dun Hombre xéei 


2 


Via,bleR? , (a+b)(a+b) = a7+2ab+b? (en développant) 


2 2 2 


D'où Wia,bleR°, (a+b}? = a +2ab+b CQFD. 


CREER 


LE, pe RE 


NN — 


RÉ 


7. 


Re, 


“ 
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2ème démonstration 
Soit (a,b) ë R 
(ab)? à asbl task) (définition du carré 


d'un nombre réel) 


2 


lasbh tabl, ed à 2ab 2,67 (en développant) 


2 


d'où (a+b)? = a + 2ab + b? CQFD 


La première démonstration est-elle juste ? OUT NON JNSP 
La deuxième démonstration est-elle juste ? OUI NON JNSP 


Nous désignerons dans ce qui suit la première démonstration par F; et la 


seconde par F 2" 


Nous considérons, bien sûr, que ces deux démonstrations sont justes. Ces deux 


manières de procéder se rencontrent d'ailleurs dans la plupart des livres usuels. 


Indications orales données pendant le test 


Je précisais qu'il n'y avait ni "piège" ni erreur au niveau des calculs, et 
qu'il était inutile de se préoccuper de justifications concernant les propriétés classi- 


ques des opérations dans IR, la commutativité de la multiplication par exemple. 


Je demandais d'entourer la mention utile, et de justifier, si possible, succin- 


tement sa réponse sur la fiche. 


Précisions sur les séances d'expérimentation 
SHCCISIONS ‘Sur les Seances d'expériMentalion 


Ce test fut proposé à 78 enseignants et à 181 étudiants : 


. 20 enseignants de Collège (1 groupe de 14 et 2 groupes de 3) 
. 33 enseignants de Lycée (1 groupe de 12, 1 de 9 et 3 de 4) 


. 25 enseignants du Supérieur (3 groupes de 5, 2 de 3 et 4 entretiens 
individuels) 
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. 150 étudiants de Deug 2ème année Math-Physique 
10 élèves ingénieurs de Sup Aéro 
21 étudiants de CAPES de Math. 


C. Résultats du test F ŒF, sm, F, : Soit") 





1. Résultats généraux 










Enseignants Etudiants 












Collège Lycées [supérieur 
(20) (33) (25) 


16 31 21 18 129 8 
(80%) (94%) (84%) (86%) (86%) (80%) 
Qi le Le fee di 
Ai 10 16 18 14 79 6 
(50%) (49%) (72%) (67%) (53%) (60%) 
14 1 5 56 3 
(20%) (42%) (4%) (24%) (37%) (30%) 
2 


4 

6 3 6 15 1 

JE NE SAIS PAS 

(30%) | (9%) (24%) (9%) (10%) (10%) | 


JE NE SAIS PAS 


2 NON 
| 
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2. Précisions concernant les justifications 


Ce sont essentiellement, bien sûr, les réponses "NON" qui ont été justifiées. 


Pour chacun des tests F,,F 


1» F3» nous avons analysé les justifications proposées. 


Pour le test F, la justification la plus: fréquente de la réponse "NON" 
consiste à dire que les nombres a et b ne sont pas forcément les mêmes à chaque 


ligne. 


Pour le test F. on trouve le plus souvent la justification suivante : la dé- 


monstration n'est pas valable car elle a été faite dans un cas particulier. Nous allons 


préciser cela dans le tableau suivant. 


Réponses "NON" 


Enseignants Etudiants 


VEN ON CN EU CE 


a et b différents 
à chaque ligne 


F,-NON Non terminé 


Divers 
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Précision : La rubrique ‘non terminé" dans "F,-NON" concerne les réponses 
contenant le type de justification suivante : la démonstration est fausse car il faut 
la compléter en précisant que, (a,b) étant quelconque au départ, elle est vraie pour 


tous les couples (a,b). 


Exemples de justifications le plus souvent rencontrées 


F,=NON 


Voici trois justifications d'étudiants de Deug. 


Exemple 1 : Eu chaque Ligne on peut prendre des a et b différents. 
Donc La démonstration n'est pas homogène" 


\ 


Exemple 2 : (- On fixe un a et b différents à chaque Ligne" 


Exemple 3 : "Aucun Lien entre Les 3 Lignes (propositions indépendantes). 
Alors que : 
(a+b)? = (a+b)(a+b) 
V(a+b) 4 (a+b)(a+b) = a? + 2ab + b2 +à c'est bon! 


2 


fatb}? = a° + 2àb + B° 


F,=NON 
Exemple 4 (enseignant de lycée) 


Propriété démontrée seulement pour Les 2 néels a et b et non pas poux 


æout réel a et tout néel b". 
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Exemple 5 (étudiant de Deug) 


La démonstration ne conrespond pas à La propriété car La démonstration 
4e fait pour a et b fixés car on démontre : 


| diable RL slesbl Etat ve (Zab 584 


D 


3. Comparaison des réponses des Enseignants et des Etudiants 


TOTAL ENSEIGNANTS TOTAL ETUDIANTS 
(78) (181) 
ox 68 155 
(87%) (86%) 
1 23 
F NON 
1 
9 
JE NE SAIS PAS 
(12%) 
OUI 4 
(56%) 
1 


4 
9 
F 2 NON 
5 





(24%) 


1 
JE NE SAIS PAS 


(19%) 
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D. Commentaires 


| 
| 
| 


On est frappé de voir à quel point les pourcentages de réponses "OUI" sont 


1 © F; 


on retrouve une différence (de l'ordre de 10%) dans les réponses "NON" et "JE NE 


analogues chez les étudiants et chez les enseignants. Pour chacun des tests F 


SAIS PAS" : comme on l'a observé dans des tests précédents, les enseignants répon- 


dent plus facilement "JE NE SAIS PAS" que les étudiants. 


Par contre, on peut noter dans la catégorie "F,-NON" une différence de 
comportement très sensible entre étudiants et enseignants. J'avoue que je ne m'atten- 


dais pas à trouver autant de réponses "NON" en Deug pour la démonstration F;- J'ai 


été surpris également par la justification proposée le plus souvent : a et b ne sont 
pas forcément les mêmes à chaque ligne. J'ai demandé aux cinq participants d'un 
groupe de recherche IREM (cinq enseignants de lycée) pourquoi, à leur avis, des 
élèves pouvaient trouver la première démonstration fausse. Après plusieurs minutes 
de réflexion, il apparut qu'aucun d'eux n'imaginait le genre de justifications que 


pouvaient donner certains étudiants. 
Bien que dans le Supérieur les exercices donnent davantage l'occasion d'utiliser 
le "Soit" que dans le Secondaire, un enseignant sur quatre n'est pas sûr que la seconde 


démonstration est juste. 


En dehors du Supérieur, le pourcentage des personnes trouvant la seconde 


ne RS 2 Dom Va ann Donne mme An À uns e mnt usant con manne + en à me nn A me en À 20 mt Le ie eme » of mn 06 Me Ana 4 2 mn mm à 4 de mue ce 


démonstration juste est faible : environ une personne sur deux seulement. 


Il apparaît clairement que l'utilisation du "Soit" pose problème. D'autre part, 
les réponses de mes étudiants de Deug concernant la deuxième démonstration sont 
assez surprenantes : 56% estiment qu'elle est fausse alors que, dans mon cours d'analyse, 
je procédais ainsi usuellement. Il est vrai que je n'avais jamais fait avec eux de 


commentaires détaillés sur ce point. 


Nous allons indiquer dans ce qui suit quelques raisons pouvant expliquer un 
tel comportement. 
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6. QUELQUES REFLEXIONS SUR 


L'UTILISATION DU "Soit" EN MATHEMATIQUES 


A. Cas particulier et cas général 





Une erreur fréquemment commise par les élèves, surtout dans le secondaire, 
consiste à dire qu'une propriété vérifiée dans un ou dans quelques cas particuliers 
est toujours vraie. Nous sommes obligés dans notre enseignement de mettre les élè- 


ves en garde contre ce genre d'erreur. 


Par la suite, surtout dans certains problèmes d'analyse, pour démontrer qu'une 
propriété est vraie "pour tout €e > 0", que fait-on ? On prend un € > 0, quelconque 
mais fixé dans la suite du raisonnement, on démontre que la propriété est vraie pour 
celui-là, et on en déduit qu'elle est toujours vraie ! Il y a là à mon avis une cassure 
énorme par rapport à la situation décrite précédemment concernant le danger qu'il 
peut y avoir quand on confond le cas particulier et le cas général. Malheureusement, 


nous ne prenons pas suffisamment en compte ce risque de rupture chez nos étudiants. 


Une telle manière d'aborder une démonstration devrait être introduite avec 
beaucoup plus de soin car ce n'est pas quelque chose de facile, loin s'en faut. Je me 
souviens d'ailleurs que, lorsque j'étais étudiant, cette notion de "quelconque et fixé" 
ne me semblait pas claire du tout. Ce n'est qu'à force de faire des démonstrations 
d'analyse de ce type que je m'y suis familiarisé, et je me suis rendu compte alors 


des services que cela pouvait rendre dans certains cas. 


Est-ce à dire que la seule manière d'apprendre à utiliser ce procédé consiste 
à le manipuler jusqu'au jour où, comme par enchantement, on arrive à s'en sortir 
(soit parce qu'on a l'impression d'avoir compris, soir parce qu'on utilise mécanique- 


ment la règle du jeu en renonçant définitivement à comprendre ?). Je ne le pense pas. 


24407 


Un entraînement à utiliser ce procédé est, bien sûr, nécessaire. Mais il convient, à 
mon avis, de ne pas se contenter de cela. On devrait consacrer une leçon entière, au 
niveau Deug, ou peut-être même avant, pour commenter, à l'aide de nombreux exem- 


ples, ce procédé ; par la suite, chaque fois qu'on l'utilise, on devrait le faire remar- 


quer aux étudiants. 


B. Une méthode de résolution 


On devrait d'ailleurs présenter une telle manière de faire comme une vérita- 
ble méthode de résolution de certains problèmes* et préciser dans quels cas elle peut 


être très utile. 


Plus précisément, elle peut être utilisée chaque fois qu'on veut démontrer 
une propriété dont l'énoncé commence par " V ". On peut écrire les propriétés de 
ce type sous la forme suivante : E désignant un ensemble quelconque, A un sous- 
ensemble de E, et p(x) une fonction propositionnelle définie sur E (c'est à dire une 


propriété vraie pour certains x de E et fausse pour tous les autres**) : 


" Y x E À , p{x) " 


Si À est fini et ne contient qu'un "petit! nombre d'éléments, on peut, pour 
q P , peut, p 


démontrer cette propriété, vérifier, pour chaque élément a de A, que p(a) est vrai : 


il y aurait ainsi autant de vérifications que d'éléments de A! On ne peut pas, bien 
sûr, procéder ainsi si A est infini. Et même lorsque A est fini, sauf si son cardinal 


est de l'ordre de 1 ou 2, il est préférable d'utiliser une autre méthode de résolution ! 


* Certains auteurs anglo-saxons (cf. [SO ] par exemple) l'appellent ‘"'the choose 


method! 


** ou encore, de manière plus précise, une fonction définie sur E et à valeurs 
dans l'ensemble à deux éléments { Vrai, Faux}. 
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En quoi consiste cette méthode ? 





a désignant un élément quelconque de A, on essaie de trouver une démons- 
tration de la propriété p(a) qui n'utilise aucune propriété particulière de a autre 
que son appartenance à A. Il est alors clair que la démonstration ainsi écrite pourra 
être utilisée pour démontrer que n'importe quel autre élément de A vérifie aussi 
la propriété p(x) : en effet, pour démontrer qu'un autre élément a! de A est tel que 


p(a') est vraie, il suffit de remplacer a par a' dans la démonstration relative à a. 


Comment peut-on procéder dans la pratique : on écrit : "Soit a € A" (en 
sous-entendant très souvent que a est quelconque) et on essaie de rédiger une démons- 
tration de la propriété p(a) (pour ce a). En d'autres termes, ce a est quelconque au 


départ mais, dans la démonstration, il sera considéré comme "fixé". 


Il convient de signaler que, usuellement, pour compliquer encore davantage 
la situation, on désigne l'élément "quelconque et fixé" par la même lettre, x, que 
la variable muette figurant dans l'écriture " WVxeA, p(x)". On commence donc 


par : "Soit x € A". 


Exemple . 


Reprenons l'exercice des tests précédents "f+g continue". x, étant un point 


donné de IR, et f et g étant deux fonctions continues en X » il s'agit de démontrer 


que (f+g) est continue en X Cette propriété peut se formuler ainsi : 
"1 Ve >"0:, p{ e )" 
où p(e) est la fonction propositionnelle, définie sur IR, suivante : 


(An>0:Yxenm, [xx l<n — [(+8)(x)-(E+8)(x | < e ) 


Ici, on a A = ]:07; +: 
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On écrit : "Soit e > O (abus de notation classique décrit ci-dessus), 
et on rédige une démonstration correspondant à cet €. On serait alors en mesure 
de rédiger une démonstration pour n'importe quel autre nombre > 0 : il suffit dans 


la démonstration précédente de remplacer € par le nombre considéré. 


Cette méthode peut être très utile dans le cas où la fonction propositionnelle 
p(x) commence par "7 ". Pour chaque x donné, on a alors affaire à un problème 
d'existence que l'on résout souvent, comme dans l'exemple ci-dessus, en explicitant 


un élément en fonction de l'élément "quelconque et fixé" du départ (n = minin,,n 21). 


Dans ce type de situation, le fait de fixer au départ x (e dans l'exemple ci-dessus) 


peut simplifier et clarifier la démonstration. 


C. Diverses utilisations du mot "Soit" en Mathématiques 


Nous allons voir à présent que le mot "Soit" est utilisé en Mathématiques 
dans des situations différentes de celle qui a été analysée ci-dessus. Ceci, très certai- 


nement, n'est pas de nature à simplifier les choses pour les élèves. 


Nous avons relevé au moins quatre utilisations différentes et usuelles de ce 


mot en Mathématiques (sans compter, bien sûr, la conjonction de coordination). 


Considérons l'énoncé et la démonstration suivante (que nous n'explicitons pas 


complètement) : 


(1) Soit f et g deux fonctions de IR dans IR continues en x - Alors f+g est 


continue en X 


(2) Soit e > 0 
f continue en X — An, > Dr: 


£g continue en x, An, Fe À E'ue 


(3) Soit n = min {n, sn 2} és 
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Le mot "Soit" est employé trois fois, avec des statuts différents. 
Dans (2), il s'agit de la méthode de démonstration décrite ci-dessus. 


Dans (3), il s'agit de quelque chose de tout à fait différent : "Soit" a 


simplement un statut de notation d'un élément déterminé : min f{n 11 2} : 


Dans (1), il s'agirait exactement du même type d'utilisation que dans (2), 
si on demandait de démontrer que, pour tout couple f et g de fonctions continues 
en x f+g est continue en Xe Ici, le "Soit f et g" fait partie de l'énoncé et ne 
constitue pas le début de la démonstration. En d'autres termes, la première étape 
de la démonstration est indiquée dans l'énoncé. Cette situation se rencontre très 


souvent, dès le collège, par exemple dans des exercices commençant ainsi : 


"Soit ABC un triangle et soit M un point de la droite BC …" 
Il est clair que les propriétés qui seront démontrées dans un tel exercice sont vraies 
pour tout triangle ABC et tout point M de la droite BC. Mais dans ce cas, on ne 


s'en préoccupe pas. 


Une quatrième utilisation de ce mot "soit" se rencontre dans la démonstration 
de la propriété suivante concernant la conservation des inégalités à la limite. Pour 
démontrer que les limites £ et £’ de deux suites réelles (u ) et (u' ) sont telles 
que £ <£’ si, pour tout nEeIN, u $ u' on peut raisonner par l'absurde et 
écrire : 

Supposons £’< £ . Soit I et l' deux intervalles ouverts centrés respectivement 


en £ et 1’ tels que I N I' = g 


Il ne s'agit nullement ici de démontrer une propriété pour tout couple d'intervalles 


I et l' centrés en £ et £’ tels que I MN I' = @. Un seul couple suffit dans la suite 
L.= 42" 


de la démonstration. Souvent, d'ailleurs, on fixe I et l' de demi-longueur 7 - 
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Ce type d'utilisation se rencontre dans certaines démonstrations dans lesquelles 
apparaît un ensemble A non vide et telles que, par la suite, on a besoin d'utiliser 
un élément de A (un seul suffit). On écrit alors fréquemment : Soit a € A. 


Parfois, contrairement à l'exemple ci-dessus, on n'est pas en mesure d'expliciter 
un tel A. | 


D dns) 


J 
Lonnaeee À 
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7. QUELQUES REMARQUES CONCERNANT 


LE SYMBOLISME DANS L'ENSEIGNEMENT DES MATHEMATIQUES 


Nous avons vu dans ce chapitre certaines conséquences de l'utilisation des 
quantificateurs dans notre enseignement. La plus frappante est une certaine "perte 
de sens'"' des notions que l'on écrit. Doit-on considérer que ceci est inévitable ? 

Je ne le pense pas. En tout cas, si perte de sens il y a, elle devrait être beaucoup 
moins importante. 
* 

Il me semble en effet que, lorsque dans notre ‘enseignement nous introduisons 
un symbolisme nouveau, nous devrions le faire avec beaucoup plus de soin. Nous nous 
contentons, le plus souvent, de donner la définition des symboles nouveaux que nous 
introduisons sans mettre suffisamment l'accent sur certaines règles d'utilisation de 
ces symboles, et sans mettre en garde les élèves contre certains dangers. 

n 
Ainsi, par exemple, quand on introduit le symbole 2 x; , on en donne la 
1=1 
définition, bien sûr, mais en général on n'explicite pas, sous la forme de propriétés 
clairement énoncées et démontrées, certaines règles fondamentales d'utilisation*. Or 
on se rend compte, en algèbre linéaire par exemple, que ces règles sont importantes, 
et que beaucoup d'étudiants éprouvent des difficultés à les utiliser. Bien sûr, il ne 
s'agit pas d'énoncer des règles sans les faire fonctionner ; mais, usuellement, on se 
contente de les faire fonctionner en espérant que, à la longue, les étudiants dégage- 
ront, seuls, certaines règles d'utilisation. Ceci est d'autant plus regrettable que 
l'énoncé et la démonstration des règles les plus courantes (même de celles concer- 


nant le double 5 ) peut se faire rapidement. 


* J'ai demandé à une dizaine de collègues du Supérieur s'ils le faisaient : personne 
ne prenait soin, dans son cours, d'énoncer et de démontrer les règles d'utilisation 


usuelles du 2 (moi non plus, d'ailleurs). 


2446 


Souvent aussi le symbolisme utilisé prête à confusion ; il ne faut alors pas 
s'étonner que cela puisse constituer une causse d'erreurs. Ainsi par exemple, dans 
l'étude des séries, le fait de noter de la même manière une série et sa somme 
(lorsqu'elle converge) n'est pas de nature à faciliter l'apprentissage de cette notion. 
On doit reconnaître que, actuellement, certains collègues prennent soin de différencier 


les deux notions en notant, par exemple, u, la série de terme général u , et 


229 
7 u, sa somme lorsqu'elle converge. Mais qu'en est-il des intégrales généralisées ? 
o 


Le symbole J f(x) dx étant déjà utilisé par certains enseignants pour désigner une 

primitive de la fonction f, on continue le plus souvent à désigner par le même symbole, 

[109 dx, l'intégrale généralisée et sa valeur en cas de convergence. Il conviendrait, 
a 


au moins, lorsque l'on commet ce genre d'abus d'écriture, de bien mettre en garde 


les étudiants contre les risques de confusion possibles. 


Depuis quelques années, dans l'Enseignament secondaire, les programmes 
déconseillent vivement l'utilisation des quantificateurs. Mais le comportement des 
étudiants de Deug sur ce point laisse supposer que beaucoup de collègues continuent 
néanmoins à les utiliser. A-t-on eu raison de procéder à cette brusque ‘''marche arriè- 
re" ? Je n'en suis pas sûr, en tout cas pour des sections scientifiques telles que 1ère S 


ou Terminale C. 


En effet, les quantificateurs, convenablement utilisés, peuvent présenter certains 


avantages : 


. Ils permettent une écriture plus concise de certaines propriétés et peuvent 


ainsi aider à une meilleure mémorisation. 


. Ecrites sous forme quantifiée, des propriétés de nature a priori différente, 
peuvent présenter certaines analogies. On peut en profiter pour dégager des méthodes 


de démonstration communes. Ainsi, par exemple, pour démontrer des propriétés du 
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type " ÿ a GE À db € B … " on pourrait conseiller d'utiliser la méthode étudiée 
dans le paragraphe précédent : "Soit a € À …." 


Ils peuvent permettre d'écrire de manière automatique la négation de certai- 
nes propriétés, à condition bien sûr d'avoir pris soin au préalable de les quantifier 
correctement (ce qui ne demande que quelques notions élémentaires de logique, qui, 
malheureusement, ne sont souvent pas enseignées). A ce sujet, il est regrettable de 
constater que très souvent, y compris dans des livres célèbres (et très sérieux 
d'ailleurs) on "omet" le quantificateur " Y" lorsqu'il n'est pas suivi d'un " 3 LA 
Ainsi, par exemple, la définition de la continuité d'une fonction f de IR dans IR en 
un point x) s'écrit ainsi : 


Ve>o dx 02 [x-x, | FA —_ IF(x)-£(x ) | £e 


il manque, bien sûr, " Vx € IR" devant "fxex | £' n°" 


Si on utilise les quantificateurs, il convient d'avoir présent à l'esprit que leur 
utilisation peut conduire à une perte de sens. On peut alors, pour y remédier, deman- 
der aux étudiants, de temps en temps en tout cas, d'expliciter en français, oralement 
ou par écrit, la démonstration faite avec quantificateurs. Ainsi, par exemple, pour 
une démonstration telle que "f+g continue" une activité intéressante pourrait consis- 
ter à demander aux étudiants de dire en français, succintement, quel est len 


qu'ils ont associé au € > O0 donné : 


" n est Le plus petit des deux nombres n 1 M9 que L'on obtient 
respectivement en écrivant La continuité de $ et de G en x > à partir 


du nombre S A 
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Le problème de l'utilisation du "Soit" comme méthode de résolution de 
certains problèmes est aussi, d'une certaine manière, un problème de symbolisme. 


On retrouve dans ce cas les deux points que nous avons dénoncés, ci-dessus, concer- 


nant le symbolisme : 


On utilise cette notation sans expliquer suffisamment ce que l'on fait. 


LP 
2. Le même mot, "Soit", est utilisé dans des situations différentes, et ceci 
peut donc prêter à confusion. | 

En conclusion, on peut dire que le symbolisme, indispensable dans l'enseigne- 
ment des mathématiques à tout niveau, est parfois dangereux car il peut conduire 
à une perte de sens des propriétés qu'on manipule. Il convient d'en avoir conscience 


dans notre enseignemnet quand on introduit et qu'on utilise des symboles nouveaux : 


on doit le faire avec beaucoup plus de soin. 
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INTRODUCTION 


Nous allons étudier dans ce chapitre. un type de problème que l'on rencontre 
dès le lycée : 


dans lesquels il s'agit de calculer le nombre d'éléments d'un certain ensemble E fini. 


les problèmes de dénombrement. Précisons que ce sont des problèmes 


Ces problèmes peuvent être très variés. Indiquons quelques exemples usuels ; dans ce 


qui suit, tous les ensembles sont supposés finis. 


Nombre d'éléments de AxB 

Nombre de parties d'un ensemble de n éléments 

Nombre de parties à p éléments d'un ensemble contenant n éléments 
No mbre d'applications de A dans B 

Nombre d'applications injectives de A dans B 

Nombre de tiercés dans l'ordre, dans le désordre 


Nombre de mots différents pouvant être écrits à partir d'un certain 
ensemble de lettres 


Nombre de diagonales d'un polygone de n côtés 


Nombre de paquets de cinq cartes (dans un jeu de cartes) vérifiant 
une certaine condition 


Nombre de tirages différents de trois boules dans une urne contenant 
quatre boules blanches et six boules noires. 


On voit sur ces exemples que la nature des éléments de E est très variable : 


dans l'exemple 1, les éléments de E sont des couples, dans les exemples 2 et 3 ce 


sont les parties, dans les exemples 4 et 5 des applications. Dans les exemples 


suivants ce sont successivement des tiercés, des mots, des diagonales, des paquets de 


cartes, des tirages de boules. 
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Usuellement les exemples 1, 2, 3, 4 et 5 font l'objet de théorèmes de cours. 


Malgré cette diversité apparente, il m'avait toujours semblé, depuis l'époque 


où j'étais étudiant, que ces problèmes avaient au moins deux points communs : 


Très souvent on n'est pas sûr de son résultat. 


12 
2. Ils sont souvent difficiles. 


Le second point, contrairement au premier, n'est pas spécifique à ce genre 


de problème. 


Dans ce chapitre, nous allons voir que la grande majorité des enseignants et 
des étudiants semblent d'accord sur ces deux points. Nous commencerons d'abord par 
indiquer et commenter les résultats d'un test proposé à des enseignants du secondaire 
et du supérieur, et à des étudiants. Nous proposerons ensuite des explications pour 
chacun des deux points précédents. Enfin, nous ferons quelques suggestions concernant 


l'enseignement de ce type de problème. 
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1. EXPERIMENTATION : PRESENTATION ET RESULTATS DU TEST 
RTS Le D 0 


A. TEST PROPOSE 
Nous avons choisi pour notre test le problème suivant : 


Quet est Le nombre d'applications surfectives d'un ensemble de (n+1] 
éléments dans un ensemble de n éléments ? 


Il y a plusieurs solutions possibles. On peut, par exemple, procéder ainsi : 


Soit E = fa,a,….a } l'ensemble de départ et soit F = {bbs..sb l'ensemble 


d'arrivée. Une application f de E dans F est surjective si et seulement si un élément 
et un seul de F admet deux antécédents et si tous les autres en admettent un. Il y 


a n manières possibles de choisir un élément b, de F. Pour chacun de ces choix, 
il y a cs manières de choisir deux éléments ak et ap de E ayant comme 


image b. Il reste.alors à définir la restriction de f à E privé des éléments ag et ay. 
Cette restriction est une bijection d'un ensemble à (n-1) éléments dans un ensemble 
à (n-1) éléments. Il y a donc (n-1)! manières de définir une telle restriction. En 


définitive, le nombre cherché est donc : 


2 
n+i 


(n+1)!n 


n.C 3 


.(n-1)! , ou encore, 


On peut remarquer que cette démonstration utilise uniquement des résultats 
classiques. 
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B. Précisions sur le déroulement des séances d'expérimentation 
AR oh trot no 2e en eh a chrhetsà 


Ce test a été proposé à 55 enseignants (20 du supérieur et 35 de lycées), 
et à 37 étudiants : 18 étudiants préparant le CAPES de mathématiques, 11 étudiants 
de DEUG, 5 élèves de Mathématiques Supérieures et 3 élèves d'une grande école 
d'ingénieurs de Toulouse : l'ENSAE (souvent appelée SUP AERO). 


Cette expérimentation s'est, en général, effectuée de la manière suivante : 
distribution d'une feuille contenant l'énoncé et sur laquelle je demandais de répondre, 


en précisant que l'on utilise la feuille comme brouillon. 


Pour 29 enseignants de lycée, il en a été autrement : dans deux stages IREM 
différents, l'un de 16 enseignants et l'autre de 13, j'ai demandé aux stagiaires de 
chercher l'exercice. J'ai ensuite demandé à chacun d'indiquer oralement sa réponse 
(s'il en avait une), et d'expliquer sa démonstration ; je notais au fur et à mesure, 


au tableau, les diverses réponses et le type de méthode utilisée. 


Enfin, pour les 5 élèves de Math-Sup, ils ont effectué leurs recherches, en 
ma présence, au tableau, trois dans le cadre d'une colle orale portant sur la combina- 
toire , quant aux deux autres, il s'agit de deux excellents élèves (l'un d'eux a 
obtenu un accessit au Concours Général de Mathématiques) ; je souhaitais me rendre 


L 


compte de leurs comportement face à ce type de problème. 


Pour les 20 enseignants du Supérieur, l'expérimentation s'est effectuée en 


4 fois : un groupe de 9, deux groupes de 4, un groupe de 3. 


Il en est de même pour les 35 enseignants de lycée : il y a eu un groupe 
de 16, un de 13, un de 4 et un de 2. 
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Quant aux étudiants, autres que les élèves de Math-Sup, il y a eu une séance 
pour chacun des groupes : étudiants de CAPES (18), étudiants de DEUG (11), élèves 
de SUP-AERO (3). 


Pour les enseignants, les séances d'expérimentation auxquelles ils participaient, 
d'une durée totale d'une heure en moyenne, n'étaient pas exclusivement consacrées à 


ce test. 


: £ Ne : : 
Pour terminer, signalons le point important suivant : toutes les personnes 


disposaient d'un quart d'heure, au minimüm, pour répondre à ce test. 


C. Résultats du test 


ENSEIGNANTS 


Supérieur i Pourcentage 
(20) 


REPONSE JUSTE 


PAS DE REPONSE 


REPONSE FAUSSE 
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ETUDIANTS 


CAPES DEUG |Math-Sup|Sup-Aéro | Total P 
(18) (11) (5) (3) Étudiants FSPRNABE 
REPONSE JUSTE 1 2 1 0 but. 11% 





PAS DE REPONSE 5 3 0 1 


REPONSE FAUSSE 12 6 4 2 24 65% 


Quelques commentaires 


. Le pourcentage de réponses. justes est faible. 
. La majorité des personnes proposent néanmoins une réponse. 
. Le nombre de réponses fausses est important, y compris chez les enseignants. 


. I n'y a pas de différence sensible entre les résultats des enseignants et ceux 
des étudiants. De plus, à l'intérieur de chacune de ces deux catégories, la nature des 


résultats ne semble pas liée au niveau d'études des personnes. 


. Précisons le point suivant concernant les 18 étudiants préparant le CAPES de 
Mathématiques. A la fin de la séance de test, qui eut lieu en février 1987, ils m'ont 
signalé qu'ils avaient déjà fait cet exercice en début d'année scolaire avec un autre 


enseignant : un seul à été en mesure de le refaire correctement. 


. Le résultat faux que l'on rencontre le plus souvent est le suivant : n(n+1)! 
Il est proposé par 6 étudiants et 6 enseignants. On analysera en détail, dans le para- 


graphe suivant, une fiche de cette catégorie. 


. Quelques personnes, 5 enseignants et aucun étudiant, ont eu l'idée d'essayer 


d'établir une relation de récurrence pour résoudre cet exercice. 
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2. REACTIONS SIGNIFICATIVES D'ENSEIGNANTS ET D'ETUDIANTS 


A la fin des 7 séances d'expérimentation consacrées aux enseignants, une 
discussion sur les problèmes de dénombrement eut lieu. J'ai eu d'autre part trois 
entretiens sur cette question avec des étudiants : l'un avec deux excellents élèves 
de Math-Sup, un autre avec un groupe de trois élèves de Math-Sup, et un troisième 
avec un groupe de trois élèves de Sup-Aéro. Ce dernier entretien a fait l'objet d'un 
enregistrement au magnétophone. Nous allons indiquer dans ce paragraphe des points 


qui nous ont semblé particulièrement significatifs. 


La première question que je posais, immédiatement après ce test et avant 


de proposer une solution de l'exercice, était la suivante : 
"Etes vous sûrs de votre réponse ?" 


Personne, y compris parmi les enseignants, ne répondit "OUI". Dans le meilleur 
des cas, certains, peu nombreux, répondaient qu'ils étaient presque sûrs. Notons, par 
exemple, la réponse de l'élève de Math-Sup qui avait eu un accessit au Concours 
Général : 


"Dans ce domaïne, on n'est pas sûr de $a néponse" * 


Un élève de Sup-Aéro donne le point de vue suivant : 


"Pour moi, dans ces problèmes, L£'impression que j'avais c'est que c'était 


un peu au hasard", 


* Signalons au passage que sa réponse était juste. 
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Tous les enseignants interrogés étaient d'accord sur le point suivant : dans 
ce genre de problème, il est souvent très difficile de faire comprendre à un élève 
pourquoi il s'est trompé. Notons que ceci n'est pas surprenant dans la mesure où 


nous-mêmes, enseignants, ne sommes très souvent pas sûrs de notre réponse. 


Les enseignants semblaient d'accord sur le point suivant : les élèves qui 
s'en sortent le mieux dans ce genre de problème ne sont pas forcément ceux qui, 
usuellement, sont les meilleurs. On peut relever, par exemple, des interventions 


d'enseignants telles que : 
"Les meilleurs élèves ne 4e retrouvent pas" 


"Certains trouvent La solution mais ne savent pas pourquoi" 


"Là, on ne trie pas Les bons élèves". 


Un autre point qui semblait avoir l'assentiment de tous : en général, dans 
les problèmes de dénombrement, la solution tient en quelques lignes. Ce point, 
d'ailleurs, a pu être vérifié lors du dépouillement des tests : les solutions, justes ou 
fausses, étaient effectivement courtes. Et aucun enseignant n'a dit que, en présence 


d'élèves, il détaillerait davantage sa solution. 


Je posais aussi la question suivante : 


"A votre avis, qu'est-ce qui particularise £a combinatoire ?" 


Pour beaucoup, la combinatoire est liée à un problème de modélisation. 
Indiquons d'autres réponses d'étudiants : 
"On ne connaît pas Le nésultat" 


"On n'a pas de support visuel : #4, dans un exercice, on trouve 1500 
au £ieu de 1490, on ne peut pas contrôler". 
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Ce dernier étudiant, d'ailleurs, trouvait qu'une majoration d'intégrales, par 
exemple, était quelque chose de bien plus concret. Lorsque je lui dis que, pour 


certains, un jeu de cartes ou un tiercé pouvait peut-être être plus concret qu'un 


compact, il me répondit qu'il préférait avoir affaire à un compact, car, dans ce 
cas, il pouvait faire un petit dessin. 


1 Ajoutons enfin un détail qui me semble assez bien traduire la réaction des 
enseignants et des étudiants vis-à-vis de ce genre de problème : lorsque, au cours 
d'une séance d'expérimentation avec un groupe de 4 enseignants, je leur ai dit qu'un 
test allait porter sur les problèmes de dénombrement, leur réaction fut unanime : 


ils soupirèrent et l'un d'eux, approuvé par les autres, s'écria : 


"Oh £a Là !" 


Visiblement, comme le signalait un élève de Sup-Aéro, ces problèmes ont 
parfois un certain aspect un peu traumatisant. 


nn en, Ve ne, VEN ne, et, CE ue cnamitthe, ent 


NÉ dd (Add 
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3. COMMENT PEUT-ON EXPLIQUER UNE TELLE SITUATION ? 
2 st ei 2 


A. Introduction 





Je vais proposer dans ce paragraphe des explications possibles d'une telle 
situation, et plus particulièrement du point suivant : 


"Pourquoi, {nès souvent, n'est-on pas sûr de 4a néponse ?" 


C'est ce point qui, à mon avis, est vraiment spécifique à ce genre de 
problème. Il arrive, bien sûr, dans d'autres domaines, que des enseignants aient des 
difficultés pour résoudre des problèmes. Mais alors, il est rare qu'ils proposent une 
solution fausse. Il n'en est pas ainsi dans les problèmes de dénombrement : les 
résultats du test l'indiquent nettement. Signalons d'ailleurs que, la première fois 
que j'avais dû résoudre cet exercice *, j'avais proposé, sans certitude, une solution 
fausse, comme la majorité de mes collègues. Essayant de comprendre pourquoi il en 
était ainsi, je me suis rendu compte que, certainement par tradition, les solutions 
de ces problèmes étaient données de manière particulièremnet succinte et qu'alors 
il était très difficile de contrôler sa solution. Je me suis astreint, pour la première 
fois dans ma carrière d'Enseignant, à rédiger la solution de l'exercice proposé 
précédemment avec un niveau de rigueur comparable à celui qui est usuellement 
demandé dans les autres domaines des Mathématiques : la solution ne tient alors 


plus en quelques lignes ; elle nécessite deux pages environ, comme on va le voir. 


* Mon fils aîné était alors élève de Math-Sup et avait eu cet exercice en Colle ; 


il m'avait demandé de le refaire avec lui : il ne se souvenait plus très bien de 
la solution. 





prié omtlitinte, Vtt Cle, Vont Anne VEN <mmiaienag PE À — 
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B. Exposé d'une solution détaillée 


Rappelons d'abord deux propriétés essentielles qui sont très souvent utiles 
dans ce genre de problème : 


ne (re ensembles finis en bijection ont même cardinal. 


Il suffit donc, pour déterminer le cardinal d'un ensemble fini E, de déter- 


miner une bijection de E sur un ensemble dont on connaît le cardinal. 


A 


x A : fa à 
2: SL (El, e 1 254 une partition d'un ensemble fini E, 


alors : Card E D. Card E: 
4 el 


Dans le cas où on est en mesure d'évaluer le cardinal des E;, on en déduit 


le cardinal de E ; sinon on peut être amené à chercher une partition plus fine de E 
en déterminant une partition de chaque E;, et ainsi de suite. 


Considérons alors l'exercice proposé, et notons, comme dans la solution 
proposée précédemment : 


E = fase... 1) et F = Lbiborb, } 


Les idées qui ont été utilisées dans la démonstration que nous avons donnée 
pourraient donner lieu à la démonstration suivante : 















Notons S l'ensemble des surjections de E dans F. 


1. Une application de E dans F est surjective si et seulement si un élément 
et un seul de F admet deux antécédents et si tous les autres en 


admettent un seul. 
_2. Posons, pour j = 1,2,..,n, 
S; = {s CS: 5 a deux antécédents } 
Alors, {s; : j.= 1,2,...,n } est une partition de S. 
3. Soit P, l'ensemble des parties de {1,2,..n+1} contenant deux 


éléments. on pose, pour tout {k,£} de P, : 
k£ c . _ : 
S.” = {s E S, : s(a,) = s(ap) = b } 

Alors, pour chaque j = 1,2,...,n, ÉD {k, 2} € r,) est une 

J 

partition de Sa 
4. Notons B l'ensemble des bijections de l'ensemble E privé de ax et ap 

dans l'ensemble F privé de b;: 


Alors es et B ont même cardinal. 


5. On peut alors en déduire le cardinal de S. 


Il nous semble important de détailler ces différentes étapes pour 


bien se rendre compte à quel point les solutions proposées usuellement sont 
lraccourcies." 


y 
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1. Pour toute application f de E dans F on a : # Mare 
n 
-1 
Card E = ) Card f {b;} (1) 
i=1 
-1 L ss Fe 
car les f fb.} constituent une partition de E. 


Posons N; = Card 5" {b.} . Avec cette notation, il est clair que l'on a : 


f surjective <== Yi = 1,2,..,n, N; >1 


n 
Or > N; = n+1 d'après (1). 
i=1 


Par suite, une condition nécessaire et suffisante pour que f soit surjective 
est que l'un des N; soit égal à 2 et que tous les autres soient égaux à 1. La condition 


nécessaire et suffisante de cette première étape est donc établie. 


2. Cette étape se déduit immédiatement de la précédente. 


3. Il s'agit de vérifier que : 


Lu ski = S 


* {k,£ ent j 
b) SE +. = @ si {ke} g {k,2'} 


Le a) se vérifie immédiatement à partir de la définition même de S;« 
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Quant au b), on peut raisonner par l'absurde. Supposons que {k, t} £ {k,2'} 


! ‘ 
et que se N s' L £ @, c'est à dire qu'il existe un élément S, appartenant à 


his €? 


st et à s; . Si les sous-ensembles {k, b} et {k',2'] sont distincts, un 


élément au moins de l'un n'est pas élément de l'autre ; on a, par exemple, k £ k' 


et k £ À’. 
‘ 
s, appartient à ÿ N “A ; on a donc : 


s (a) = S (ar) = s (a £' ) = b, 


b; aurait donc trois antécédents distincts. Il est clair alors que le cardinal 


de l'ensemble s(E) serait inférieur ou égal à (n-1) et que s ne serait pas surjective. 


4. Pour démontrer que st et B ont même cardinal, il suffit de déter- 
] 
miner une bijection de B sur sa . Associons à chaque b de B l'application s de E 


dans F dont la restriction à E - {a ap } est égale à b et telle que 


s(a,,) = s(a ) be Il est immédiat de vérifier que s est surjective et que s appar- 


k,£ 


tient à S ; . On définit donc ainsi une application de B dans ske . Notons-la p. 


Démontrons que # est bijective. 


k,L 


Soit s € S, 2 . Démontrons que s admet un antécédent unique b dans B. Si b 


existe, alors on a (b) = s et b est nécessairement égal à la restriction de s à 
l'ensemble E - {aap} . S admet donc au plus un antécédent. Un tel élément 


b est effectivement un antécédent de s ; en effet, b appartient à B car la restriction 


de sà E - {aa ? est une application surjective d'un ensemble de (n-1) éléments 


PC 
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dans un ensemble de (n-1) éléments, à savoir F - { b.} : c'est donc une bijection. 


De plus, on a bien p(b) = s (immédiat). 


_5. On sait que Card B = (n-1)! Donc il en est de même pour le cardinal 


(2 
de chaque s? . Or les sh constituent une partition de E. Il y a n ensembles 


2 


+1 n+1i 


S et chacun d'eux contient 6 
£ 
sous-ensembles s+ . On a donc en définitive : 


sous-ensembles . . Il y a donc en tout (n.C 


2 
Card S=n.cC 1:71) ! 


Remarque 


Si on essayait de rédiger de manière détaillée et rigoureuse d'autres exerci:1 
de combinatoire classiques, relatifs par exemple à des paquets de cartes ou à des m« 
pouvant être écrits dans certaines conditions, on se rendrait compte aussi que leur 


solution est souvent bien plus longue et bien plus délicate qu'il n'y parait. 


C. Pourquoi n'est-on souvent pas sûr de sa réponse ? 


Je dois dire que, parmi les enseignants et les étudiants qui ont passé le test, 
aucun ne pensait que la résolution d'un tel exercice pouvait être détaillée ainsi. 
Avant de me pencher vraiment sur la résolution de ce genre de problème, j'étais, 
moi aussi, bien loin de me douter qu'il pouvait en être ainsi ; et j'ai toujours donné 


aux élèves des solutions courtes. 


Remarquons que, bien sûr, il y a d'autres solutions : on peut, par exemple, 


en notant s le nombre cherché, établir une formule de récurrence entre S, © So 


Cette formule n'est pas simple à établir et elle nécessite un soin particulier. 
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Quoi qu'il en soit, toutes les solutions nécessitent une rédaction nettement plus 


longue et plus précise que celle que l'on donne usuellement. 


En considérant la longueur de la démonstration précédente, et le nombre 
d'étapes et de justifications qu'elle nécessite, on peut alors comprendre pourquoi 
il est très difficile de contrôler une solution qui tient en quelques lignes et dans 
laquelle on ne justifie pratiquement rien. On a donc là un élément de réponse à 


deux questions signalées précédemment : 


1. Dans ces problèmes, on est rarement sûr de sa réponse 


2. Les enseignants ont souvent du mal à faire comprendre aux élèves leurs 


erreurs. 


Ceci va être illustré dans l'analyse détaillée d'une solution fausse. 


D. Analyse d'une erreur très classique 


Nous allons reproduire intégralement puis analyser une solution fausse, proposée 
par un enseignant du Supérieur, et aboutissant au résultat faux le plus fréquemment 


rencontré : n(n+1) !.* 


Solution : 


{x., 22 RS = E —Ÿ; F = Use y, Ÿ 


a] & est une bijection d'une partie À de E à n éléments sur F. 
b) nombre de bifections de À sur F = n! 


c) nombre de parties à n éléments de E = Es = n+1 


d) L'élément nestant a n possibilités. 


* Il est assez surprenant de constater que les personnes qui ont proposé cette 
solution n'ont pas eu l'idée de vérifier leur réponse pour n=1. Ils se seraient 


ainsi rendu compte de leur erreur. 
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total : 


n.(n+1)! 





n+1 
Dans cette solution, les étapes b), c), d), sont justes. L'étape a) aussi, 
malgré une petite imprécision, sans importance, dans la formulation ; on pourrait, 


par exemple, écrire cette étape ainsi : 


f est une surjection de E dans F si et seulement si il existe un sous-ensemble 


À de E, de cardinal n, tel que la restriction de f à A soit une bijection de A sur F. 
Pourquoi alors le résultat est-il faux ? 


On va essayer de répondre à cette question de manière assez précise. 


Notons, comme précédemment, S l'ensemble des surjections de E dans F et, pour toute 
partie À de E de cardinal n, notons : 


Sa = {s € S : s/A bijection de A sur FÀ 


(s/A désignant la restriction de s à A). 


On peut vérifier aisément que tous les S À ont un cardinal égal à n!n ; 


d'autre part, il est clair qu'il y a dans E (n+1) parties A de cardinal n. Or quand 
on écrit, comme dans la solution ci-dessus, 


Card S = (n+1). Card SA = (n#i)nfn, 


ce serait correct si et seulement si les S à constituaient une partition de S ; or ceci 


est_ faux car tout s de S appartient à deux S,. En effet : 


A 
soit s € S. On peut vérifier, comme on l'a vu précédemment, qu'il existe 


un élément unique de F, y» qui admet deux antécédents, Xk ©t Xp Si on pose 





et Lt A OT 2 ti Te 


- 168 - 


A,=E-{x} et A,=E- {x} 


et à S À , et qu'il n'appartient à aucun 
1 2 


Ainsi, en faisant la somme des cardinaux des S à on obtient le double 


il est clair que s appartient à la fois à SA 


autre S à 


du cardinal de S. On retrouve alors la bonne réponse en divisant le résultat proposé 


par 2. 


Ce type d'erreur se retrouve très fréquemment dans les problèmes de 


dénombrement : 


A un certain endroit de La démonstration, on utilise une propriété 
d'additivité d'une partition pour un ensemble de parties qui n'en est 


pas une. 


Sur cet exemple, on comprend mieux pourquoi il est souvent difficile 
d'expliquer une ‘erreur, à partir d'une solution aussi succinte : tout était juste sauf 
la dernière ligne indiquant le résultat. En d'autres termes, on n'est pas en mesure 
de relever une erreur de raisonnement explicitement écrite : il n'y en a pas. Ainsi, 
on est obligé en quelque sorte d'imaginer la cause de l'erreur qui a été commise 
avant de pouvoir corriger cette erreur. Signalons d'ailleurs que, dans certaines fiches 


contenant une réponse fausse, je n'ai pas été en mesure de faire une analyse aussi 


précise de l'erreur commise. 


Que fait-on usuellement pour faire comprendre une erreur de ce type à 
un élève ? La grande majorité des professeurs que j'ai interrogés à ce sujet (et 
moi-même d'ailleurs), essaient de lui faire sentir, s'ils le peuvent, qu'avec sa 
méthode il a compté certains éléments plusieurs fois. Ce n'est souvent pas facile 


si l'on ne prend pas la peine d'expliciter, comme ci-dessus, le déroulement de 


la démonstration. 


rer ann ne 


RS, 







| 


en TS 


» 


FRE 


D en 
CAN. RE", 
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E. Pourquoi ces problèmes sont-ils souvent difficiles 





On peut d'abord faire une remarque sur le mot "difficile". En ce qui me 
concerne, je considère que la notion de difficulté, en pédagogie, est une notion 
un peu vague qui ne peut avoir de sens que d'un point de vue statistique. Plus 
précisément, en ce qui concerne l'exercice du test par exemple, cinq enseignants | 


sur six n'ont pas su le résoudre : l'exercice est donc difficile. 





La solution proposée pour cet exercice, qu'elle soit détaillée ou non, 
nécessite plusieurs étapes. Or dans ce genre de problème, par pure tradition à 
mon avis, on indique rarement la marche à suivre et, bien évidemment, ceci ne peut 
que les rendre plus difficiles. On peut se rendre compte aisément que, dans d'autres 
domaines des mathématiques, on indique très souvent, dans les énoncés de problèmes, 
des étapes intermédiaires plus simples que celles qui interviennent dans les problèmes 
de dénombrement. Ainsi, par exemple, la première étape de la solution que nou: 
avons proposée peut sembler assez naturelle : il n'en est rien. L'examen des fiches 
de tests montre qu'il n'y a qu'un petit nombre d'étudiants et d'enseignants qui ont 
eu l'idée d'aborder le problème ainsi. Parmi ceux qui n'ont pas donné de réponse, 


beaucoup n'ont pratiquement pas démarré. 


En définitive, une des raisons essentielles de la difficulté de ce genre de 
problème est toute simple : on les pose très souvent de sorte qu'ils soient difficiles. 
Une difficulté de ce type n'est donc pas liée à la nature même des problèmes de 


« 


dénombrement ; elle est due à une tradition de notre système éducatif. 


Par tradition aussi, on indique très rarement la réponse dans ce genre de 
problème. Soulignons que, même si on indiquait le résultat, ce genre de problème, 
souvent, ne serait pas bien plus facile pour autant. Dans ce cas, on aurait bien sûr 
la possibilité de savoir si son résultat est juste. On travaille sur des ensembles finis, 
certes, mais on est rarement en mesure, dans ce genre de problème, d'expliciter et 


de compter un par un les éléments de l'ensemble dont on veut calculer le cardinal. 
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De plus, comme le faisait remarquer un étudiant, on connait rarement un ordre de 


grandeur assez précis du résultat. 


Une autre difficulté, plus spécifique à ce genre de problème, est celle qui 


a été signalée par beaucoup d'enseignants et d'étudiants : la modélisation. Il est 


clair en effet que, avec des énoncés ne contenant aucune indication, il est souvent 


difficile de trouver un modèle mathématique permettant de traiter le problème. 


Pour terminer, on est peut-être en mesure de comprendre pourquoi les 
élèves usuellement bons ne sont pas toujours les meilleurs dans ce domaine. En effet, 


compte tenu de la situation décrite ci-dessus, la résolution d'un problème de dénom- 


brement nécessite des qualités d'un genre assez particulier : on se contente d'une 


justification très sommaire et on fait peu de démonstrations détaillées de type 
classique. Aïnsi, on s'en sort le plus souvent en s'inspirant d'exercices déjà vus, 
par simple mimétisme. Dans un tel contexte, des qualités telles que la rigueur par 


exemple, sont beaucoup moins utiles dans ce domaine que dans les autres branches 


des mathématiques. 
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CONCLUSION 


Il ressort clairement des résultats du test et des entretiens avec les professeurs 
et les étudiants que les problèmes de dénombrement occupent une place très particu- 
lière dans notre enseignement. Comme le signalait un élève de Sup-Aéro, ce domaine 
fait un peu penser à un jeu de hasard : on donne souvent une réponse en sachant 
qu'on n'en est pas vraiment sûr. À ce sujet, on l'a vu, les réactions des enseignants 


sont tout à fait analogues à celles des étudiants. 


La rédaction rigoureuse des solutions de ces problèmes doit être toute autre 
que celle qui est utilisée usuellement. D'un autre côté, si on s'astreint à un niveau 
de rigueur comparable à celui que l'on demande dans les autres branches des mathé- 
matiques, ces problèmes risquent peut-être de devenir moins attrayants car leur 


solution, bien plus longue, fait souvent appel à des outils abstraits, en théorie des 





ensembles notamment. 


{ Une chose en tout cas me semble très importante : quel que soit le type 


de démonstration qu'ils proposent à leurs élèves, les enseignants devraient être en 


Vi anti, mu 20m. — ‘é 


mesure de rédiger des solutions détaillées et rigoureuses afin de pouvoir contrôler 
leur propre réponse. En plus, ceci pourrait leur permettre, d'une part d'avoir une 
idée plus précise de la difficulté du problème qu'ils posent, et d'autre part de mieux 


analyser les erreurs commises par les élèves. 


Doit-on proposer aux élèves des solutions détaillées et rigoureuses ? Je ne 


Ÿ 


se Tang 2e. Ù, th, 


pense pas qu'il soit nécessaire de le faire toujours. Il serait cependant souhaitable 
que les élèves aient conscience du type de démonstration qu'il faudrait faire et 


qu'ils indiquent de manière bien plus précise les diverses étapes de leur raisonnement, 


Lac) le v 0 SLR, AN D Le. + 2 C: 


même s'ils ne détaillent pas complètement certaines d'entre elles. 
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La difficulté de ce type de problème provient en grande partie de la manière 
dont ils sont posés : on donne très rarement la marche à suivre. Il n'est alors pas 
surprenant que, si on n'a pas vu auparavant des exercices analogues, la résolution 
soit souvent difficile. Cette situation n'est pas du tout spécifique à ce domaine 


des mathématiques. 


Doit-on systématiquement indiquer la marche à suivre dans ce genre de 
problème ? Je ne le pense pas car la recherche d'une méthode de résolution peut 
être très enrichissante. Cependant, au cours d'une évaluation, nous devrions être plus 
prudents et ne pas oublier que nous mêmes éprouvons des difficultés en présence de 


certains problèmes, et qu'il nous arrive souvent de nous tromper. 


ÎE 
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INTRODUCTION 


Depuis plusieurs années, l'enseignement des limites a suscité dans l'en- 
seignement secondaire bon nombre de débats et de controverses. Des modifications 
de programmes importantes se sont succédées et ont dérouté beaucoup de personnes, 
davantage les enseignants que les élèves d'ailleurs, dans le secondaire tout au moins 
(les enseignants du supérieur se préoccupant souvent très peu des programmes exacts 
du secondaire). 


Les difficultés liées à la notion de limite peuvent se regrouper en deux 
catégories : d'une part les difficultés qui concernent la compréhension du concept 
lui-même, et, d'autre part, celles qui proviennent de l'utilisation du concept. Il 
ressort de notre expérience d'enseignants et des études effectuées sur ce sujet* 
que, pour beaucoup d'élèves et d'étudiants, la notion de limite se conçoit et se 
visualise souvent dans le cas des fonctions monotones. Ceci peut provenir du fait 
que, pour la plupart des fonctions, cette hypothèse de monotonie est satisfaite, 
au moins localement. Mais une raison plus importante doit être que, dans le lan- 
gage courant, les mots "limite", "tendre vers", "sont souvent utilisés dans des 


situations où il est question de rapprochement monotone. 


Tenant compte de cela, on peut essayer de présenter cette notion en 
restant le plus près possible du langage courant, et en contrariant le moins possi- 
ble les conceptions spontanées de l'élève, c'est à dire les idées qu'il a a priori 
sur ce sujet. Dans cette perspective, il semble préférable de commencer l'étude 
des limites dans le cas des suites monotones de nombres réels. L'expérimentation 
réalisée dans une classe de 1ère S, décrite ci-dessous, semble confirmer ce point 
de vue. 


Après avoir exposé et commenté cette expérimentation, nous proposerons une 
présentation possible de la notion de limite. On verra enfin, en conclusion, comment 


peut se situer cette étude par rapport à l'enseignement dans les lycées. 
P PP 8 à À 


(*) Cf., par exemple, les thèses de Bernard Cornu et d'Aline Robert ([CO] et [R]) 
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1. COMPTE RENDU DE L'EXPERIMENTATION 


Elle eut lieu dans une classe de 30 élèves de 1ère S du lycée St Sernin 
de Toulouse, le lundi 8 février 1988 de 9H10 à 11H, avec une récréation de 
10 minutes (de 9H55 à 10H5) ; Roselyne MARQUES, professeur de Mathématiques 
de cette classe, était présente ; elle prit des notes et s'occupa de l'enregistrement 


de la séance. Les élèves ne m'avaient jamais vu auparavant et étaient prévenus de 


mon arrivée. 


Ils étudiaient les suites depuis une semaine environ, mais n'avaient jamais 
entendu parler de limite. Ils avaient déjà vu les suites croissantes, décroissantes, 
majorées, minorées, et des exemples de suite u = f(n), de suites récurrentes, de 


suites arithmétiques et géométriques. 


La séance se déroula essentiellement sous forme de dialogue entre moi, 
qui faisais cours au tableau en posant de nombreuses questions, et les élèves. Un 


élève sur deux environ participa oralement à cet échange. 


Le compte-rendu qui suit n'est pas une reproduction intégrale de la 
P q P 8 


séance. Certaines interventions qui nous ont semblé peu importantes n'ont pas été 


relatées. 


Titre de la leçon : NOTION DE LIMITE 


Première étape : Etude des majorants d'une suite croissante 


Je rappelle d'abord la définition d'une suite croissante et d'un majorant 
d'une suite ; les élèves semblaient déjà tout à fait familiarisés avec ces notions. 


Je propose ensuite les trois exemples suivants : 


@ vu, = 2n#1 @): u. = 10° G) u 2-2 





fat SO PER ET PR PRET SR 






ENT OP FD EE EPRET TR > DES 








H DER 


nn, ft. "tn Fe + 


+, is 
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La croissance de ces suites est pressentie par beaucoup d'élèves qui 
avaient déjà vu des exemples analogues. Je me contente alors d'en indiquer une 


démonstration orale. 


"Ces suites sont-elles majonées ?" 


Là aussi, beaucoup d'élèves donnent la réponse. Après avoir démontré, 
oralement et en m'aidant d'une représentation graphique, que les deux premières 
ne sont pas majorées, j'insiste plus particulièrement sur la troisième suite 


u RE 
n n 


"Pouvez-vous indiquer un majorant de cette suite 7" 
Réponse immédiate d'un élève : "2", 


Je demande alors : 


"Y a-t-il d'autres majorants ?" 


Réponse d'un élève : 
Oui, {ous Les nombres supérieurs à 2" 
J'en profite alors pour énoncer et démontrer la propriété générale suivante : 


Tous les nombres supérieurs à un majorant d'une suite sont aussi des 
majorants de cette suite. 


Deuxième étape : introduction de la notion de limite (Cas des suites croissantes) 


Je demande : 


“Intuitivement, sans savoir exactement ce que 4ignifie Le mot 
"limite", qu'avez-vous envie de dire de chacune de ces suites ?" 


o ; 1 ; ù ; ï a 
Au sujet de la suite u = 2 - + plusieurs élèves interviennent spontanément 


et on peut relever des réponses telles que : 





debit LEA UE Bus RsA Lt led etai | here e-svettetl | CAES À à 
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"La suite (u,) tend vers 2" 
"La suite (u,) converge vers 2" 


"ça 4e rapproche de 2" 


Je demande alors : 


sg NE ee 


“Qu'en est-il des deux premières suites ?" 


Là encore, spontanément, on entend la réponse : 
La suite [u,) tend vers +50" 


Il est clair, bien sûr, que les élèves avaient dû rencontrer le symbole "+" 


auparavant, ne serait-ce que dans l'écriture d'un intervalle du type [a , +2 [. 


Je leur demande alors ce qui, à leur avis, pour la troisième suite, caractérise 


ou particularise le nombre 2. 


Première réponse : 


"On ne peut jamais avoir cette valeur" 





Ce à quoi je réponds que l'on ne peut pas, non plus, aloir la valeur 3 ni la 


1 : es 2 : 
valeur 3 ; on ne peut donc pas dire que le nombre 2 est caractérisé par le fait 


1 
que 2- : n'est jamais égal à 2. } 
j id # 
; Deuxième réponse (d'un autre élève) : fi. 
Ÿ ùg ÿ 
} 
| 4 } 
n2 est Le plus petit majorant de £a suite" je ] 
| : 
Je leur demande alors : | 
"Est-ce bien vrai ? C'est un majonant ; on L'a déjà vu. Est-ce Le È 
plus petit ? Comment Le démontrer ?" 





5 sde 

#] 

: 

4 | . 

? Je dois dire que, contrairement à ce qui s'était passé jusque là, les élèves 

| ont hésité et n'ont pas répondu à cette question aussi spontanément qu'aux précé- 
: À dentes. Voici, dans l'ordre les réponses données. 


"IL faut que ce soit un entier" 


(j'indique alors, en m'appuyant sur l'exemple u = \°2 - : , que le plus 


petit majorant d'une suite croissante n'est pas forcément un entier) 


"IL faut montrer que ça tend vers 2". 


Cette réponse me semble intéressante car elle montre le lien étroit qu'il peut 
y avoir, dans le cas d'une suite croissante, entre les notions de convergence et de 
plus petit majorant. 


à "C'est à partir de 2 qu'elle se mafore" 
"Graphiquement on place Les points" 
"TL n'y a pas de plus petit majorant que 2" 
"On démontrerait par récurrence 
| "SÈ on prend y = 2 - L » L'asymptote est y = 2, donc La Limite 
1 est Là" 
"On démontrerait que tous Les autres maforants sont plus grands" 


"On écrit que Les nombres inférieurs à 2 ne peuvent pas être majo- 
rants de La suite". 


4 Us  _ 7 


J'approuve cette dernière suggestion. Je donne alors la démonstration en 


commençant par dire, en m'aidant du petit dessin ci-contre : Re 
Eu : 


"On va démontrer que, 4i un nombre m est strictement plus petit que 
2, À£ ne peut pas être majorant de La suite, ce qui signifie ?" 


AR PRE © 


Re RARES VAR SR Sd Êe 
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Réponse d'un élève : 
"On va démontrer qu'il y a des nombres plus grands 
que m" 
Je détaille alors la démonstration : 


si m <2, montrons qu'il existe un u, tel que 
() 


m<u c'est à dire tel que 


Heges ét 


(A noter que je ne commence la démonstration ni par " " m < 2", ni par 


"Soit m < 2") 


Dans l'inéquation (1), l'inconnue est n On la résout de manière habi- 


tuelle (ici d'ailleurs il nous suffit de trouver un seul n _) : 














mére à Sur 62 = he > n s 1 
n n 
o o 
J'insiste beaucoup sur la justification de ces équivalences, surtout de la 
seconde : elle est vraie car 2-m est > O (puisque l'on a : m < 2) et je rappelle 
qu'il faut faire très attention lorsqu'on multiplie, et encore plus lorsqu'on divise, 


les deux membres d'une inégalité par un nombre négatif. L'existence d'un entier 


n, supérieur au nombre réel — ne semble pas poser problème aux élèves. Je 





. : ane 1 TS - 
fais quelques commentaires sur l'inégalité M rss 9 plus précisément sur le 


fait que, plus m se "rapproche de 2", plus ns "augmente" ; je signale aussi qu'il 


existe n, même lorsque m est très "près" de 2 (au point de ne pas pouvoir être 


différencié visuellement du point 2 sur un axe). 


4 
Je propose alors aux élèves les définitions suivantes : 





ns, “D 
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Définitions : 


On dit qu'une suite croissante majorée tend (ou converge) vers le plus 


petit de ses majorants, ou encore qu'elle admet pour limite le plus petit 
de ses majorants 


(A noter que l'existence du plus petit majorant est acceptée sans aucune 
difficulté par les élèves ; je n'en parle pas, mais peut-être pourrait-on énoncer 


sans démonstration une propriété générale à ce sujet ; on y reviendra plus loin). 


On dit qu'une suite croissante non majorée ne converge pas ou encore qu'elle 


diverge. On dit aussi qu'elle tend vers +4 . 


Signalons qu'il n'est peut-être pas très heureux de proposer aux élèves trois 
terminologies différentes pour traduire le même concept ; mais il me semble 


difficile, compte tenu de nos habitudes, de modifier d'un coup cet usage. 


Ceci termine la première partie de la séance. 


Après la récréation, nous commençons par démontrer rigoureusement, à titre 
d'exercice, que la suite u = 2n+1 tend vers +4, c'est à dire qu'elle n'est pas 
majorée; 


Troisième étape : Cas des suites décroissantes 


Le passage des suites croissantes aux suites décroissantes ne semble soulever 


aucune difficulté : des élèves donnent très vite des exemples de suites décroissantes 


minorées Cu, = à et non minorées Cu, = -2n+1), signalent que tout nombre plus 


petit qu'un minorant est à fortiori un minorant ; ils se doutent que l'on dira 


qu'une suite décroissante minorée tend vers le plus grand de ses minorants et qu'une 


suite décroissante non minorée tend vers - ©". 


Je leur demande des exemples de suites décroissantes tendant vers un nombre x 


donné. On obtient, rapidement, la réponse "x + in, Je demande s'il y en a d'autres; 


on obtient les réponses "x + —" puis "x + 2 
n 
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J'énonce alors les deux définitions suivantes, déjà pressenties par beaucoup 


d'élèves : 


Définitions : 


On dit qu'une suite décroissante minorée tend (ou converge) vers le plus grand 


de ses minorants, ou encore qu'elle admet pour limite le plus grand de ses mi- 


norants. 


On dit qu'une suite décroissante non minorée ne converge pas ou encore qu'elle 


diverge. On dit aussi qu'elle tend vers - æ " 


Je propose, dans le cas d'une suite convergente, la notation Ê = lim u_" 


Quatrième étape : formalisation de la convergence d'une suite valable à la fois 
pour les suites décroissantes majorées et pour les suites décroissantes 


minorées. Définition de la convergence dan le cas général. 


Je me proposais dans cette partie d'établir, dans le cas d'une suite croissante 


majorée, l'équivalence des propriétés suivantes : 


(1) & = lim u, 


£< L]Je [VBr<t 3n EN;u > +] 


© 


DIVrhenN,u, 


(G3)VL: <? In € N : Vn>n æ%' <u < À 


n 


puis, de manière analogue, dans le cas d'une suite décroissante minorée, l'équivalence 


des propriétés 
(1') L = lim u, 


(2') (WnenN u. >] et [vR' 0 An € N:u < À}] 


n 


Gr) vs 47 € N : hs Ê <u < V: 
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J'envisageais ensuite de rechercher avec les élèves une formulation de la conver 


; gence valable dans les deux cas et de voir apparaître ainsi, d'après (3) et (3'), la 
formulation classique 


(4) VI intervalle ouvert de centre L, 1n € N : Vn > ne u € I 


puis la formulation 


(s) YE >0 An, € N: Vn>n lu -Ÿl<E 


Après avoir commenté ces deux formulations, je me proposais de rechercher 


des exemples de suites oscillantes dont on a envie de dire intuitivement qu'elles 


(19° 


n 





ou 2 + 





k 
| (1)° : mi 
convergent ( mn Par exemple) et de remarquer que les limites 


| “intuitives" de ces suites (0 et 2 pour les exemples précédents) vérifient les formula- 
£ tions (4) ou (5). En définitive, ces formulations traduisent l'idée intuitive de limite 


pour les suites monotones et pour les suites u, oscillantes autour de Ÿ telles que 
fu, AS | tende vers 0 en décroissant. J'envisageais alors de proposer comme 


2 définition de la limite d'une suite (u ) dans le cas général les formulations (4) et (5). 


Je n'ai pu qu'aborder le tout début de cette partie car, à la suite d'une 
| question d'une élève, un débat sur la convergence des suites stationnaires eut lieu, 
à la grande satisfaction des élèves d'ailleurs qui ne semblaient pas très passionnés 


à l'idée de démontrer des équivalences. 


Etape imprévue mais intéressante : convergence des suites stationnaires 


Dès que j'écrivis dans la formulation (2) le fait que Ê est un majorant 
de la suite (u ) (WnenN, u < £ ), une élève me demanda : 


| "Pourquol écrire "u, Ÿ Lu et non "u, < Ê" puisque u, n'atteindra 


| jamais € " 
, 
{ 


Je demandai alors à la classe : 


"Peut-on imaginer une suite croissante mafonée qui atteigne sa Limite ?" 
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Aucun élève, dans les trois ou quatre minutes qui suivent, ne peut donner un 


exemple d'une telle suite. Signalons au passage l'intervention d'un élève : 


"Si l est atteinte pour n,, que 4e passe-t-il pour Le suivant ?" 


| : s 1 : x 
Je réponds que les suivants sont aussi égaux à Ê , mais ceci ne leur semble 
pas très convaincant. 


Je propose alors des exemples de suites construites terme à terme, stationnaires 
à partir d'un ne Mpetit'', par exemple : 


su =1,5;u, =5;u, = 17; ÿn>4,u = 17. 


J'ai l'impression qu'une telle suite les troubla encore davantage. 


J'essaie alors des suites plus ‘'concrètes'' provenant de mesures en physique 
dans lesquelles la grandeur mesurée prend la même valeur à partir d'un certain 
P 
instant : pas très convaincant non plus. 


Je me hasarde alors à faire un sondage en posant la question suivante, sous une 
forme peu scientifique je l'avoue : 


"Parmi Les suites monotones convergentes, quelles sont celles qui vous 
sont Le plus "sympathiques" : celles qui n'atteignent jamais Leur Limite 
ou bien Les suites stationnaires 7" 


La grande majorité des élèves, comme on pouvait s'y attendre, préféraient les 


suites non stationnaires. 


Signalons deux justifications d'un tel choix données par des élèves : 


"TL est difficile de visualisen Les suites stationnaires" 


" Une suite stationnaire : ce n'est pas précis" 


La sonnerie de 11H se fit entendre ; mais la discussion se poursuivit avec 
un groupe de cinq élèves qui, intéressés et troublés par le débat qui venait d'avoir 
lieu, voulait en savoir davantage sur les suites stationnaires. Il apparaissait clairement 
que, pour eux, une suite construite terme à terme comme dans les exemples que je 


leur gvas donnés, était quelque chose d'artificiel et de peu convaincant. Je leur signale 
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alors qu'on peut donner des exemples de suites stationnaires définies par une 
expression de la forme u_ = f(n) (autres que les suites constantes pour tout n, 
qu'ils ne semblent pas prendre vraiment au sérieux). Ils paraissent très surpris 


et me demandent de leur expliciter un tel exemple. Je leur propose : 


u = inf(n,5) 


alors seulement ils commencent à y croire, sauf l'un d'eux qui s'inquiète du fait 
y ; q q 


que la valeur constante de la suite (5) coîncide avec la valeur de l'entier ne à 
partir duquel la suite prend cette valeur. Je propose alors l'exemple 


: 2 
u = inf (n”,5) 
et, plus généralement, je leur montre, en m'aidant d'un graphique, comment on 
pourrait en trouver bien d'autres de ce type. Alors tout le groupe parut rassuré : 


les suites stationnaires existent vraiment. 


En définitive, il semble que les raisons pour lesquelles les élèves éprouvent 
peu de sympathie pour la convergence des suites monotones stationnaires sont au 


moins de deux types : 


. On ne comprend pas trop, dans le cas d'une suite croissante par exemple, 
comment une suite peut à la fois tendre vers Ÿ et atteindre déjà cette valeur à 
partir d'un rang ne. Il s'agit peut-être ici d'un problème dû essentielleme:t à 


la terminologie. 


. Les suites u, = f(n), ou les suites récurrentes, construites à partir des 
fonctions usuelles, ne sont en général pas stationnaires (sauf dans le cas trivial où 


f est une fonction constante). 


Cette seconde raison ne concerne pas vraiment le problème de conver- 
gence d'une suite stationnaire ; elle concerne la manière d'expliciter une suite 
stationnaire. Il serait certainement intéressant d'approfondir ce point à l'aide de 


tests plus précis. 
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On peut noter au passage le problème suivant, non spécifique au problème de 


limite d'une suite : 
l'aspect sécurisant et rassurant de LA formule en mathématique. 


Les élèves semblent bien plus convaincus de l'existence de la suite 


u_ =inf (n2,5) que de la suite u =0,u 


à = lu, =4u =5 pour tout n > 3. 


1 
On retrouve cette situation à l'université aussi. Ainsi, par exemple, dans 

l'étude de la convergence uniforme, beaucoup d'étudiants sont très troublés, au début 

en tout cas, par des suites de fonctions f, données par leurs représentations graphi- 


ques, telles que, par exemple : 





DS 


Leur premier réflexe consiste souvent à essayer d'expliciter les fonctions 


£ (x). 
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2. QUELQUES COMMENTAIRES COMPLEMENTAIRES 


On peut souligner les points suivants apparus, pour la plupart, au cours de 


l'expérimentation : 


. Dans le cas des suites croissantes majorées, la définition de la limite comme 
le plus petit des majorants semble tout à fait correspondre à l'idée intuitive des 


élèves et à la visualisation qu'ils ont de cette notion. 


. Le passage des suites croissantes aux suites décroissantes ne semble présenter 


aucune difficulté 


. La définition du concept de limite d'une suite, dans le cas monotone, semble 


pouvoir être comprise et assimilée aisément. 


. Par contre, l'utilisation de cette définition pour démontrer directement qu'un 
nombre À est limite d'une suite monotone est moins spontanée et doit être traitée 
avec soin : ainsi par exemple, dans le cas d'une suite croissante, les élèves connaissent 
en général la méthode pour démontrer qu'un nombre À est un majorant d'une suite, 
mais, pour démontrer que c'est le plus petit, ils ont du mal à démarrer la démons- 
tration. Ce genre d'activité me semble important et formateur ; on peut ainsi, dans 
le cas particulier plus simple des fonctions monotones, initier les élèves à un type 


de démonstration important en analyse. 


. Le cas particulier des suites monotones stationnaires mérite un traitement 
particulier : la convergence dans ce cas n'est pas perçue aussi facilement que dans 


le cas général d'une suite monotone non stationnaire. 


. Le fait de commencer par donner la définition de la convergence d'une suite 
dans le cas monotone présente un autre avantage : on donne ainsi aux élèves, sous 
forme de définition, des propriétés caractéristiques fondamentales des suites monotones 


convergentes. 
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. Il y a, certes, un inconvénient : certains élèves pourraient croire qu'une suite 
majorée quelconque (pas forcément monotone) converge toujours vers le plus petit 
de ses majorants. Ce genre d'inconvénient se rencontre souvent dans notre ensei- 
gnement ; il convient d'en avoir conscience et d'insister auprès des élèves, à l'aide 
de contre-exemples, pour leur montrer que ce n'est pas vrai. Quoiqu'il en soit, il 
semble que les avantages de cette présentation sont suffisamment importants pour 


que l'on accepte un tel inconvénient. 


. Doit-on signaler, dans une classe de 1ère déjà, que, si une suite de réels 
est majorée, il existe toujours un majorant plus petit que tous les autres ? Peut-être; 
bien que ce problème ne semble absolument pas préoccuper les élèves. Il conviendrait 
alors de commencer par signaler que cette propriété n'est pas vraie dans tous les 
ensembles de nombres (considérer par exemple, dans l'ensemble des décimaux, 


u = 0 ; u, = 0,3 ; u, = 0,33 etc.) puis de dire clairement qu'on l'admet dans IR. 
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3. PROPOSITION DE PRESENTATION DE LA NOTION DE LIMITE DANS IR 


En nous appuyant sur ce qui précède, nous allons indiquer les grandes lignes 
d'une présentation possible de la notion de limite d'une suite dans IR. Nous propo- 
serons ensuite succintement, dans le cas des limites de fonctions, une présentation 


utilisant les limites de suites. 


Cas des suites 


1) Aude préliminaire 


Exemples de suites. Définition d'une suite. 

Suites croissantes, décroissantes 

Suites majorées, minorées, bornées. Tout nombre supérieur à un majorant 
d'une suite est aussi un majorant. Tout nombre inférieur à un minorant est un 


minorant. 


2. Cas des suites croissantes 


On peut constater sur des exemples l'existence dans IR, pour une suite croissan- 
te majorée, d'un plus petit majorant. On peut ensuite énoncer et admettre cette 


propriété dans IR dans le cas général. 

A partir d'exemples, on peut voir apparaître puis proposer les définitions 
suivantes : 

"Si (x) est une suite croissante majorée, on dit que (x) tend vers le plus 


petit de ses majorants" 
"Si (x) est une suite croissante non majorée, on dit que (x) tend vers + 0 !! 


3. Cas des suites décroissantes : Etude analogue au cas précédent 


Dans ces deux cas, il conviendrait de ne pas négliger l'étude des suites monotor: 


stationnaires 
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4. Introduction de la définition dans le cas général 


On peut d'abord faire rechercher une définition de la convergence commune 
au cas des suites croissantes et des suites décroissantes, et retrouver ainsi la défi- 


nition générale classique de la convergence d'une suite. 


On peut ensuite faire constater sur quelques exemples que les limites ‘intuitives' 
de suites (u ) oscillantes autour de V4 et telles que [ue A { | tende vers 0 en 


(-1)° 
n 





décroissant (2 + par exemple) vérifient la formulation commune trouvée 


précédemment. 


On peut alors proposer la définition de la convergence d'une suite dans le cas 


général, avec des intervalles puis avec des £ . 


On peut ensuite utiliser cette définition pour étudier des exemples de suites 


divergentes non monotones (telles que (-1)°), et des exemples de suites conver- 





. sin n 
gentes non monotones et non oscillantes (telles que ) 


. 


La définition générale d'une suite tendant vers + peut s'introduire en 
remarquant qu'il est assez normal, dans ce cas, de remplacer, dans la définition 
générale d'une limite, les intervalles ouverts centrés en 4 par des "intervalles ouverts 
centrés en +o!!, c'est à dire de la forme Ja,+{[. Le cas d'une limite - peut 


se traiter de manière analogue. 
Cas général des limites de fonctions de IR dans IR 


Je n'ai pas fait d'expérimentation dans ce cas. Il me semble néanmoins que, 
toujours dans le but de définir les concepts en restant le plus près possible de la 
terminologie utilisée, on peut, en s'appuyant sur l'étude des suites, proposer la défi- 


nition suivante (valable aussi dans le cas où £ et x, ne sont pas finis) 


= 


f(x) tend vers Ÿ quand x tend vers x, => (ECX,) tend vers Ë si (x) tend vers x - 


ou encore, si on préfère une définition ne faisant pas intervenir la valeur éven- 


tuelle de f en x © 


sn. À Ce Den. 2 Los de 





L L ah ue aps à NS Us um Ve + F4 \ , \ 
ne Sons) ne D Ve à nee sv de ou me ee on SAR à NN eV af dé | 
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f(x) tend vers 4 quand x tend vers x (xx) > (ECx, )) tend vers si (x) 


tend vers x (avec,V nEN, x £ x ) 


On peut aussi définir ainsi les limites à droite et à gauche. 


Les propriétés des suites permettent d'établir immédiatement les propriétés 
classiques des limites dans ce cas. Je pense qu'il est inutile, dans le secondaire en 


tout cas, de donner la définition en (€ ») qui effraie tellement les élèves, même 
après le baccalauréat. 
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CONCLUSION 


Beaucoup d'enseignants déplorent le fait qu'aucune définition des limites ne 
figure dans les programmes du secondaire. De plus, l'utilisation systématique de 
quelques fonctions de référence peut donner naissance chez l'élève à certaines 
idées fausses sur les limites. Il peut par exemple penser que, pour déterminer 
la limite d'une fonction, il faut nécessairement pouvoir comparer cette fonction 


aux fonctions de référence. 


D'autre part, il est vrai que, lorsque les définitions étaient au programme des 
classes de lycée, elles étaient présentées le plus souvent de manière trop abstraite 


et compliquée, et ne servaient peut-être pas à grand chose. 


La présentation proposée ici permettrait peut-être de satisfaire les enseignants 
qui souhaitent être en mesure de définir toutes les notions qu'ils utilisent, sans 


dérouter les élèves pour autant. 
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INTRODUCTION 


On a proposé dans le chapitre précédent une approche des limites de 
fonctions de IR dans IR à partir des suites, et les définitions des différents types 
de limites ont été, elles aussi, données à partir des suites. Une telle manière de 
procéder nous semble en effet de nature à ne pas créer de cassure entre la notion 
de limite d'une part, et le langage courant et l'intuition de l'élève d'autre part. 

La notion étant ainsi introduite, il convient ensuite d'établir en cours -des théorèmes 
qui seront à la disposition de l'élève pour résoudre des problèmes. L'un de ces théo- 
rèmes, le plus important sans doute, devrait être, bien sûr, celui qui est donné le 
plus souvent comme définition : la définition classique en ( e,n }), ou les définitions 
analogues dans le cas où la limite ou le point sont infinis. Mais cette propriété 
caractéristique ne devrait plus apparaître alors pour l'élève comme une propriété 
définissant le concept, et donc étroitement liée à ce concept. Elle est cependant 
importante car elle sert souvent d'outil pour démontrer qu'une fonction a une limite. 
De plus, elle permet d'établir plus simplement des propriétés importantes des fonctions 
ayant une limite. 


Dans ce chapitre nous ne reviendrons pas sir la démonstration, assez 


délicate, de cette propriété caractéristique en (e,n) à partir de la définition 


’ 


des limites avec les suites. De plus, nous supposerons connues les formulations 


classiques de cette propriété dans les différents cas. 
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Cette propriété caractéristique en (e ,n), nous le savons, est souveni 
très mal comprise par beaucoup d'élèves ; et l'utilisation des quantificateurs 
n'arrange rien. Il faut reconnaître que, le plus souvent, on ne dispose d'aucune 
méthode pour démontrer l'existence d'un n associé à un € donné. Ce type de 
problème apparaît souvent pour les élèves, et pour certains enseignants d'ailleurs, 


comme un problème délicat, abstrait, et peu attrayant. 


On va proposer dans ce chapitre, dans le cas des polynômes et des fractions 
rationnelles, une méthode élémentaire permettant d'expliciter, dans tous les cas 
possibles de limites, un n ,ou un A dans le cas d'une limite à l'infini. L'élève 
pourra ainsi avoir la possibilité de se familiariser avec cette formulation en (e ,n k 


grâce à une approche calculatoire, méthodique, bien plus concrète. 


On connaît le rôle essentiel des polynômes et des fractions rationnelles 
dans les problèmes d'approximation de fonctions. Il pourrait être intéressant de voir 


si certains résultats de ce chapitre peuvent être utilisés dans un cadre plus général. 


Nous commencerons d'abord par proposer une méthode élémentaire, 
fondamentale : elle permettra, pour les polynômes et les fractions rationnelles, de 
traiter tous les cas de limites. Nous ferons ensuite un compte rendu et une analyse 
d'expérimentations, relatives essentiellement à la méthode fondamentale, avec des 
élèves de 1ère S et des étudiants préparant le CAPES de mathématiques. Puis nous 
étudierons les possibilités d'utilisation pédagogique de cette méthode. Nous termineron 
enfin ce chapitre par une étude théorique montrant comment la méthode fondamen- 
tale du premier paragraphe peut permettre dans certains cas une approche différente 


de la résolution d'équations. 
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1. METHODE FONDAMENTALE 





n -1 
Soit P(x) = a x +a NX us ds “avec 4 > 0: 
n n-1 o n 


On va proposer une méthode simple pour expliciter un nombre À > 0 tel que : 
Vx> A ,:P(x) > 0. 


On supposera dans ce qui suit x > 0. 


Etape préliminaire : 


On commence par minorer P(x) par le polynôme Q(x) obtenu en suppri- 


mant dans P(x) tous les monômes ax tels que a, > 0, à l'exception de ax 


S'il y a de tels monômes, on a : 


P(x) > Q(x). 


Dans le cas contraire, P(x) et Q(x) sont identiques. 


Première étape : 


Q(x) est de la forme : Q(x) - a x + 2x" + … (avec aq < 0) 


On remarque alors que : 


1 
“ q q 1-a \n-q 
AX +4AX >xX'  <=—=———> x > A, = eR 
n q 1 a 
On a donc : : 
Vx > À; QUES Q, (x) = xl} a x Re 


monômes de Q(x) de degré < q 


Ty — 


Qu 


ES 
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Deuxième étape : 


On procède pour Q, (x) comme précédemment pour Q(x) : 
| nu 
x + a x > x! <— x > A) = Ga 





On a donc : 


Vx > A, » QG) > Q, (x) din 


monômes de Q(x) de degré < r. 


ES 


Ainsi de suite : 


Dernière étape : 


Si ax et ax sont les deux monômes de plus bas degré de Q(x) 
(i > j) on écrira à la dernière étape : 


1 
i j ! ES 
EL 





(k désignant le rang de la dernière étape). 


SO : Ne n ] 
Remarque : Si i = n, on écrit alors la condition "a x + ax > 0'"' et non 


"x 4 ax > 0". 


Obtention de A 


Si on note A; le nombre > 0 intervenant à la sème étape et A le plus 


grand des Ai, il est clair que l'on a : 


Vx > A , Q(x) > 0 


? 


2 . a RE A PR 
0 oo tt mit + b 2 À ht 2 A ét ho Li Le te SE RE RS be LT 
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et par suite, puisque P(x) > Q(x) 


Vx > À , P(x) > 0. 


Exemple : 
/, 
Soit P(x) = 6x - 17x° + 8x? - 20x2 + 15x - 100. 
Explicitons A > O0 tel que:  VWx > A , P(x) > 0. 


On supposera x > 0. 


Etape préliminaire : 


P(x) > Q(x) = 6x6 - 17x° - 20x2 


- 100 


Première étape : 
6 5 5 . 
6x - 17x > x <——> x > 3. Soit À, = 3. 


1 
Ona, Vx> A, , Q(x) > Q(x) = x° - 20x27 - 100 


Deuxième étape : 
_ 20x7 > x? = Xx > ÿ 21. Soit À; = ÿ 21 
2 
On a : Vx > A, » QG) > Q,(x) = x° - 100. 


Troisième étape (la dernière ici) 


xZ - 100 >-0 <mmmm© x > 10: ‘Soit A3 = 10. 


Obtention de A : 


Soit A = Max {A,, A, A} L Sci Ars 10 


Vx > 10 , P(x) > 0. 


en te "VU CN DS 
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2. APPLICATION A L'ETUDE DE TOUS LES CAS 


DE_ LIMITES DE POLYNOMES ET DE FRACTIONS RATIONNELLES 


Nous allons voir dans ce paragraphe comment, en utilisant seulement 
la méthode précédente, on peut traiter tous les cas de limites pour les polynômes 
et les fractions rationnelles ; on va voir d'abord comment on peut démontrer tous 
les théorèmes usuels sur les limites et la continuité des polynômes et des fractions 
rationnelles en utilisant uniquement cette méthode (théorèmes 1 à 6 ci-dessous). 
Puis on verra qu'elle permet, en plus, de déterminer effectivement un voisinage du 
point en lequel on étudie la limite (c'est à dire, avec les notations usuelles, un n, 


ou un À pour les limites à l'infini). 


Nous reviendrons sur les aspects pédagogiques concernant cette métho. 
et ses applications, dans le paragraphe 4, après une analyse des expérimentations 


» 


relatives à ces questions. 


A. Application à la démonstration de théorèmes usuels sur les limites en ++ ou 


en -® 


Théorème 1. 


Soit P(x]) = a + ir, +... ta la, # 0) et soient à, 8 


deux néels tels que 0 < a < 1 < B. Alors on peut trouver A > 0 et 


B < 0 tels que : 








Vrx>A, ac 20 «8 
a X 
n 
VA: B :.. &< PIX) Ch 
a X 
n 


Autrement dit, en + et en - ® , un polynôme est équivalent à son terme de plu: 
haut degré. 
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Démonstration 
Détermination de A. 
Si a > 0, on a, pour tout x > O0 : 
P(x) n n 
œ< —<B <==—> (P(x) - aa x°) > 0 et ( Ba x - P(x)) > 0. 
a x + SL 
Or, pour chacun des deux polynômes P(x) - aa x” et Ba x" - P(x), 


le coefficient du terme de plus haut degré est > 0. La méthode fondamentale 


nous permet donc d'obtenir deux nombres > 0, A, et À) tels que : 
Vx > A; , (P(x) - ca x) > 0 et Vx> À, Et Ba x” -P(x)) > 0. 
Il suffit alors de prendre À = Max {AA k 


Le cas où a, est < 0 se traite de manière tout à fait analogue. 


Détermination de B. 


On va se ramener au cas précédent en posant X = -x. En effet, les deux 


propriétés (1) et (2) suivantes sont équivalentes : 


(1) Vx<B, à < EL cp 
a, X 


@)- VX> -B,, «< 





On sait déterminer un A > 0 tel que 


Vx > A "4: À PER, < B 
a (-X) 
Il suffit alors de prendre B = -A. 
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Théorème 2 : 








P( ] a x" + .. + a 
Soit Rx) Se Re 7 fa. Soet-b. 4 0} 
2x} b,x? À as # b, 5 P 


et soient a et B {els que 0 < x < 1 < B. Alors on peut trouver À > 0 
et B < 0 {els que : 


b x? 
Vrx >A, a € Rx]. < 8 


a X 
n 


b x? 
Vrxc8B, de RER Eee RE 


a X 
n 


RE Ÿ 


; \ : x Fr 
Autrement dit, en + et en -æ ,‘une fraction rationnelle est équivalente 


au quotient de ses monômes de plus haut degré. 


Démonstration : 


On peut d'abord remarquer aisément que, dans la conclusion du théorème i, 





a_x° 
on peut remplacer P(x) par sn 
a x" P(x) 


Soient alors CEE B, » D B, tels que O<a,<1<B, et O<a,<1<B,. 
D'après le théorème 1, on peut trouver A > 0 et À; > 0 tels que : 


Vx > A < 


101 n 


Vx> A, 0, < dx < 82 


d'où, pour x>f:Max {As AE, on obtient, en faisant le produit membre à membre 


de ces inégalités : 


b xP 


EP. 
Y x> A » aa, < R(x) : PRET I 8,8) 
n 


* 





=:204 


Il suffit donc de choisir Ar Gp By Bo tels que ajo, = o et B,B) = B pour 


conclure. 
L'existence de B se démontre de manière analogue. 


Remarque 
Dans les deux théorèmes précédents, pour chaque valeur numérique du 


couple (&,8) on est en mesure de calculer effectivement un A et un B. 


Théorème 3 


Un polynôme a même Limite quand x {end vers +® ou vers -® que 
son monôme de plus haut degré. 


Une fraction rationnelle a même Limite quand x tend vers + ou 
vers -æ que Le quotient de ses monômes de plus haut degré. 


Démonstration : 


Il suffit d'utiliser l'encadrement obtenu dans la conclusion des théorèmes 1 


et 2. 


B. Comportement d'un polynôme et d'une fraction rationnelle au voisinage de x_ fini 
B. Comportement d'un polynôme et d'une fraction rationnelle au voisinage de x, fini 


On va se ramener au cas précédent en posant X = — . Pour plus de clarté, 


on énoncera d'abord un théorème dans le cas où X, = O0 puis deux théorèmes dans 


le cas général. 


Précisons ce que l'on entend par : 


f(x) a même comportement au voisinage de X, que g(x)". 


Cela signifie que f et g ont même limite à droite et même limite à gauche 


en x, donc même limite en x,, et qu'elles sont de même signe "à droite et à 


ES ee 
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gauche de x" ; plus précisément, si, par exemple, f(x) tend vers £+ (c'est à dire 


vers £ par valeurs supérieures) quand x tend vers x, par valeurs inférieures, il en 


est de même pour g(x). 


Théorème 4 


Au voisinage de 0, 


+ Un polynôme a même comportement que son monôme de plus bas degré 


. Une fraction rationnelle a même comportement que Le quotient des 
monômes de plus bas degré. 


Démonstration 
Il suffit de poser X = © et d'utiliser les théorèmes précédents. 
Théorème 5 
Soit x, un réel quelconque et P(x) un polynôme de degré n. 
Alors : 


Je. P{x]) peut s'écrire, de manière unique, 


n n-1 
P(x) = CLIX-Xx l + ep lx x, / Ésss + cylx-x,) +e, (ce, #0) 


2. P(x) a alors même comportement en X, que son monôme en 


(x-x ) de plus bas degré. 


Démonstration 


1. se vérifie aisément en posant X-X = U, c'est à dire en remplaçant 
dans l'écriture initiale de P(x), x par x +u. 





» 


2 il suffit d'utiliser le théorème 4. 
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Théorème 6 


P(x) 
Q(x) 


telle que : degré de P = n et degré de Q = p. 


Soit x, un réel quelconque et R(x] = 





une fraction rationnelle 


Alons : 


Te R{Ix) peut s'écire 





- h Q ds 0 
R(x) (ce, #0,d #0) 
2e R(x) a alors même comportement au voisinage de x, que Le quotient 


de 4e4 monômes en (xx | de plus bas degré. 


Démonstration 


Il suffit d'utiliser les deux théorèmes précédents. 


Remarque 





Les théorèmes 5 et 6 impliquent immédiatement les théorèmes sur la conti- 


nuité des polynômes et des fractions rationnelles. 


C. Application à la détermination effective d'un voisinage du point, fini ou non, 


en lequel on étudie la limite. 


On va voir à présent, sur des exemples, comment on peut, dans tous les cas 


de limites, expliciter un n ou un À en utilisant la méthode fondamentale. 


Dans la solution de chacun des exemples, il y a deux étapes : la première 


consiste à se ramener à la méthode fondamentale, la seconde à utiliser celle-ci. 
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Nous avons cru bon d'expliciter, chaque fois, la première étape afin que le lecteur 
puisse mieux se rendre compte des techniques utilisées. Quant à la seconde étape, 


nous nous sommes contentés, dans chaque cas, d'indiquer le résultat. 


Remarque préliminaire 


Signalons deux points importants, déjà apparus dans l'étude précédente, qui 


seront utilisés dans ce type de problème : 


1. l'étude en -> se ramène à l'étude en +° en posant X = -x. 


» 


2. l'étude au soisinage d'un point x fini se ramène à l'étude à l'infini 


1 
en posant X = = * 
0 





Exemple 1 : Cas d'un polynôme 


soie En) = BR 7 AU xs 


D'après ce qui précède, on sait que : lim P(x) =-<-et lim P(x) = + 
X>+© X 


Donc, pour tout À < 0, il existe A > 0 tel que, Vx > À , P(x) < À 


De même, pour tout y > 0, il existe B < 0 tel que, Wx < B , P(x) > u 


Explicitons À pour À = -10 par exemple. Il suffit d'écrire P(x) < -10 sous la 





forme : -P(x) - 10 > O pour se ramener à la méthode fondamentale. 


3 
On obtient : A = Fo 


Explicitons B pour u = 5. 





On pose X = -x. 
Il s'agit alors de trouver B < 0 tel que, VX > -B , P(-X) > 5! 


P(-X) = 3X° - 2x? - TE M 





Cie NSP PE VV CL DRs +491 
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D'après la méthode fondamentale, on sait déterminer un A > 0 tel que : 


VX > À , P(-X) - 5-> 0. 








Il suffit alors de poser B = -A. On obtient B = -11. 
s ; P(x) 
- ! o Oo 
5 Exemple 2. Cas d'une fraction rationnelle Q(x) telle que d°P > d°Q. 
À 4 2 
gs? Soit R(x) = a = Mit OX FX TI F En A He 
; 2X - x - x - 5 
On sait que lim Rx) = + et que lim R(x) = -. 
| X-+ +0 X-+-00 
donc, pour tout À > 0, il existe À > O0 tel que, Vx > À , R(x) > à 
# 
D: De même, pour tout y < 0, il existe B < 0 tel que, Vx <B , R(x) < y. 
Explicitons A pour * = 4 
æ Le coefficient du terme de plus haut degré de Q(x) est > 0 ; on peut donc 
£ trouver A, > 0 tel que: Yx> A; ; Q(x) > 0. 
É On peut vérifier que l'on a : A; = 5. Donc, pour tout x > A on à : 
= } 
A P(x) 2 
A Où) > 4 <——> P(x) - 4Q(x) > 0 
"1 On détermine alors un A, > 0 tel que : P(x) - 4Q(x) > 0. On trouve A, = 8. 
. 


Il suffit alors de prendre A = Max {A,,A) = 8 


cs _——— 


Explicitons B pour y = -3 
On pose X = -x. Il s'agit de trouver B < 0 tel que : 


VX > -B, R(-X) < -3. 


4 2 
R(-X) = À + 3X + X - 1 


2X 2 XX LS 
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Or : R(-X) < -3 < 





4 2 
> R(-X) > 3 — À EX EX I » 3, 
2X +X -X +5 


On peut calculer A! > 0 tel que : 





1 
x sa OT LR x a STE 

On obtient ici : A; = À 

2 
Alors, pour tout X > A; , ON à à 
KT 4 3X7 4x - 1 4 2 & 2 
SR RU EX -DXT + es MI 30X" 4 X z 4.51 0 
2X° + X°-X +5 —————.,, ———————— 


P,(X) 


On sait alors trouver À; > 0 tel que : 


Yx > AS » P,(X) > 0. 


On trouve A; 
Donc, pour tout X > À = Max {A! j A; } on a : R(-X) < -3. 


Il suffit alors de prendre B = -A. On obtient donc : B = -7. 


P(x) 


Exemple 3 : Cas d'une fraction rationnelle Qx) telle que d° P < d° Q 


3 2 
Soit R,(x) = x x 
X + 3x - x - 1 


On sait que lim R,(x) = 0, et que lim R 


1%) = 0 
x4© X © -æ 


Donc, pour tout a > 0, il existe A > 0 tel que 
Vx>A,0<R,(x) < a. 


De même, pour tout b < 0, il existe B < 0 tel que 


Vx<B,b<Rj,(x) < 0. 
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pile 


Explicitons A pour a = 


On a : RS Sr 


On est ramené au cas d'une fraction rationnelle dont le degré du numérateur 


en ; : à ea 1 
est supérieur à celui du dénominateur. On a d'ailleurs choisi R, = 


L'iéa = + 
1 R Tr à 


pour pouvoir utiliser les calculs de l'exemple 2. 


On obtient donc A = 8. 


Explicitons B pour b = - î 


| 1 1 
On a : + PR SR et 


On est dans la situation de l'exemple 2. Il suffit de prendre B = -7. 


Exemple 4 : Cas d'une fraction rationnelle a telle que d°P = d°Q 


3 2 
Soit R(x) - x. 2x" =.x-=;1 -:, 1P(X) 


3x  - 2x7 - 4x + 1 QG) 


On sait que : lim Rx) = 2 et lim R(x) = 2 
X° + x -© 


Donc, si a et B sont deux réels tels que « < 2 <8, on sait qu'il existe 
A > O tel que : 


Vx > A., << SG) “8 


et qu'il existe B < 0 tel que : 


Vx<B, a <D <e 
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Explicitons un A et un B dans le cas où à = 1 et 8 = 3 


Calcul d'un A. 
On peut trouver A, > Otel que, YVx > A, : Q(x) > 0. 
Ici on obtient A; = 4. 


Donc on a : 


P(x) - Q(x) > 0 
Vx> A, 1€ € 3 <— et 
3Q(x) - P(x) > 0 


On détermine alors À; > Oet À; > 0 tels que : 


Vx > À) ; P(x) - Q(x) > 0 
Vx > A3 » 3Q(x) - P(x) > 0. 


3 
; 2 
On obtient : À; = 3 À, =""11, 


Il suffit alors de prendre A = Max {A;,A:A+ = 11. 





Calcul d'un B. 


On pose X = -x. Il s'agit alors de déterminer B < 0 tel que : 


Vx>-B,1<f00 «3 


Tous calculs faits, on obtient B = -4. 


- 212 - 


Exemple 5 : Etude en x, fini d'une fraction rationnelle tendant vers l'infini en x, 
pe >: E =" fraction rationnelle tendant vers l'inlini en 


4 3 2 
Soit R(x) = X—_+ 4x + x° - 6x 


2X - x - 4x + 3 
Etudions le comportement de R(x) au voisinage de x. 1. 
Posons x-1 = u , c'est à dire x = 1+u. 
On est ramené à l'étude au voisinage de 0 de la fraction rationnelle : 


BR (u) = ut + gu° + 19u? + 12u 
1 ER RU ER 1 


2u + Su 


On sait alors d'après le théorème 4, que R,(u) a le même comportement au 


voisinage de 0 que le quotient de ses monômes de plus bas degré, c'est à dire LÉ 


On a donc : lim R,(u) = +®œ et lim R,(u) = -œ 
u-0 u>0 
+ = 
Par suite, pour tout À > 0, il existe n > O0 tel que, Vu€ë]0,n , R,(u) > 


De même, pour tout up < 0, il existe n' > 0 tel que Vu e]-n',0[, R,(u) <y 


Explicitons un n > 0 pour À = 5. 


Posons X = 4 
u 


1 
Il s'agit alors de trouver n > 0 tel que, Yx > 7? R, +) > 5. 


fs. 1287 4087 + x 44 
Or R; x) = ——— "°° —— —— 


5X7 + 2X 


On est donc ramené à un cas traité précédemment : on sait expliciter un À > 0 


tel que R, +) > 5 On trouve A = 2. 


Il suffit alors de prendre n - 3 = _ 


sh 1 2108 


7 


Explicitons, par exemple, un n°> 0 pour €e = 
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Exemple 6 : Etude en x) fini d'une fraction rationnelle continue en x, 
Exemple 0 : Etude en x lim d'une fraction rationnelle continue en ) 


3 
Soit R(x) = * = 2X + 2 
2X + x + 1 


Etudions le comportement de R(x) au voisinage de x, © 0. 


On sait que lim R(x) = R(0O) = 2. 
X#0 


Soit R, (x) = Rx) - 2 


3 2 
Gu-à » R.(x)= X = 4% - 4x 
1 2 
2X +x + 1 


On sait alors que R,(x) a même comportement en 0 que le quotient de ses 
termes de plus bas degré, c'est à dire que -4x. On a donc : 


lim R,(x) = 0 et lim R,(x) = 0 
1 _ 1 + 
x0, x>0_ 


Par suite, pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que 
Yx € J0,nl , -e< R,(x) <:0 
De même, pour tout € > 0, il existe n' > 0 tel que 


Vx € ]-n',0[ , 0 < R,(x) <e 


OL 


Posons X = L. Il s'agit alors de trouver n» > 0 tel que 


1 1 1 
xD, -3 < RG) <0 


2 
Or R,) = XX - 4X +1 
X + X + 2X 








il suffit alors de prendre n = 
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On est ramené à un cas traité précédemment : 


3 2 
= >2 XX +2X,,, 


R,(G) 4X° + 4X - 1 


On remarque que : - 





1 1 
3 < RG) <0 <= - 


On détermine alors aisément un A1 0 tel que : 


VX > A, ,4X7+4X-1>0;ici A,= 


On a alors : 2 2 


3 
Vx>A EE EX, en x 


4X° + 4X - 1 
P(X) 


Le coefficient du terme de plus haut degré de P(X) est » 0. Donc, la métho- 
de fondamentale nous permet de déterminer un À; > Q'tel que : 


Yx > A,» P(X) > 0. 


On obtient, ici, A, = 6. 
On a alors, en posant A = Max {A ,,A,} : 
1 1 
VX>A, -53<R, ()<0. 
1 
À: 


Tous calculs faits, on obtient n = 


al 


Ha na merainsthapeenn CET 


+ X2 + 2X - 2(4X +4X-1)>0 
——————— y, 
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3 : EXPERIMENTATION : COMPTE RENDU DU 


DEROULEMENT DE CHAQUE SEANCE 


On vient de voir dans le paragraphe précédent l'importance de la méthode 
fondamentale présentée dans le premier paragraphe de ce chapitre. D'après notre 
expérience d'enseignants, nous savons que, en général, les élèves ont un certain 
attrait pour les méthodes calculatoires algorithmiques. Nous avons tenu à vérifier 
expérimentalement qu'il en était ainsi pour cette méthode. Ceci est un des objectifs 
de l'expérimentation décrite ci-dessous. On verra que les résultats obtenus à ce sujet 
sont très significatifs : la méthode fondamentale peut être assimilée et utilisée très 


rapidement par des élèves de lycée. 


D'autre part, nous avons souhaité vérifier les réactions des élèves, avant 
qu'on leur présente cette méthode, sur un problème étroitement lié à celle-ci : le 
signe d'un polynôme au voisinage de l'infini. Les résultats des tests montreront que 
ce genre de problème est souvent mal résolu, même par des étudiants préparant le 
CAPES de mathématiques. 


Enfin, dans cette expérimentation nous avons tenu à comparer les 
réactions d'élèves de lycée et d'élèves-professeurs de mathématiques. Nous avons 
choisi de faire notre expérimentation dans deux classes, une classe de 1ère S (33 élèves 
et une classe d'étudiants préparant le CAPES de mathématiques (36 élèves). L'analyse 
des résultats des tests montrera que, souvent, les élèves de lycée et les élèves- 


professeurs de mathématiques ont des comportements assez analogues. 
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A. Organisation générale de chaque séance d'expérimentation 


Nous avons fait en sorte que chacune des deux séances, d'une durée 
d'une heure environ, se déroule de la même manière. Une seule différence est à 
noter : elle concerne les tests L, et L, comme on le verra dans la remarque 


1 
ci-dessous. 


Chaque séance comportait trois parties, de durée à peu près identique. 


. Première partie : Réponse par écrit aux tests L,, L,; La; concernant le 


signe des polynômes au voisinage de l'infini. 
. Deuxième partie : Présentation, au tableau, de la méthode fondamentale. 


. Troisième partie : Réponse par écrit aux tests L';; L'; L'a L'y 
concernant des applications plus ou moins directes de la méthode fondamentale. 


On a distribué à chaque élève deux feuilles de tests : une première 
qu'il devait remettre à la fin de la première 
L L L° 


feuille pour les tests L,; L,; La 
partie, une seconde pour les tests L',; 2 ‘4 4° 
Après mon exposé sur la méthode fondamentale, les élèves qui le 
souhaitaient avaient droit à cinq minutes pour l'étudier ou me poser des questions 
à ce sujet. Ils savaient qu'ils allaient avoir ensuite à appliquer cette méthode sans 
pouvoir consulter leurs notes. Notons que très peu d'élèves ont éprouvé le besoin de 


revoir leurs notes durant ces cinq minutes et que l'on ne m'a posé aucune question. 


Tous les tests étaient anonymes 


sr 1 27 à 


1ère partie : tests L 
Indiquons d'abord les énoncés de ces tests : 


L, [M Soit Pix) = x* - 50 x? - 20 
Existe-t-il un intervalle de La forme LA, + [sur Lequel ce 


polynôme est de signe constant ? 


OUT NON JE NE SATS PAS 


rue le nn sens PR ER TE PA a ER ee M a de PES OS C' =tmècée Quart Te je 
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L, Pour un polynôme quelconque Q{x] à coefficients néels, existe-t-il 
toujours un intervalle de La forme [B,+>[ sur Lequel Q(x) 
est de signe constant ? 


LOUT NON JE NE SAIS PAS 


“Soit R(x) Le polynôme x - 3x? +X - 8 . Déterminer un nombre 
c > o {el que, pour tout x > © , R(x] 4oit positié. 


La 








Remarque importante concernant les tests L, et L, en lère S 


Les élèves n'avaient étudié ni la dérivée, ni les limites, ni les équivalents ; 

ils n'étaient pas non plus supposés savoir qu'un polynôme de degré n a au plus 
n racines. Ils avaient seulement étudié en classe la comparaison des fonctions x, x2, 
x Vx, et ils avaient rencontré, lors de l'étude de certaines suites, des égalités du 
type : 

n + 2n n?(2 + n?) 
n° +1 n2( + +) 

n 


Je leur ai donc demandé de répondre intuitivement aux tests L, et L, 


et de "justifier" leur intuition. Je n'ai fait aucune demande de la sorte, bien sür, aux 


élèves-professeurs. 


2ème partie : Commentaires sur ma manière d'exposer la méthode 
fondamentale 





Rappelons d'abord qu'il s'agit de trouve un A > O tel que, 


Vx>A , P(x)>0 


(P étant un polynôme donné dont le coefficient du terme de plus haut degré est > 0). 


J'ai choisi, dans un souci de clarté et d'efficacité, d'exposer la méthode 
sur un exemple, celui qui a été traité dans le paragraphe 1. En effet, l'étude du cas 


général est plus abstraite et n'apporte rien à la compréhension du procédé, au 
contraire. 





M RS PR LR 
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Au tableau je n'ai écrit que les calculs, sans donner de nom aux 
polynômes intervenant dans les différentes étapes. Les diverses justifications, liées à 
la transitivité de la relation d'ordre, ont été faites oralement seulement et n'ont 


semblé soulever aucune difficulté chez les élèves. 


Je n'ai pas hésité à utiliser des mots peu "scientifiques" afin de faciliter 
la compréhension et la mémorisation du procédé. Plus précisément, dans l'étude en 


+ © du polynôme. 


BG RS 2 AT à 8 EL 20 27 5 18 à = 100 


J'ai qualifié le monôme 6 x6 de terme "le plus puissant" et j'ai classé les autres 
monômes en deux catégories, "les gentils" et "les méchants! : "les gentils" étant 
ceux qui, au voisinage de + , "tirent dans le même sens" que "le plus puissant", 
"les méchants'" ceux qui "tirent en sens contraire" (Dans notre exemple les gentils 
sont 8x? et 15 x) . Après la suppression des gentils (P (x) > Q (x) avec les 
notations du paragraphe 1), la méthode apparaît alors comme un moyen pour 


"le plus puissant" de ‘régler son compte" à chacun des méchants l'un après l'autre, 


en partant du plus ‘'méchant'"*. 


Après la présentation de la méthode fondamentale, j'ai indiqué très 
rapidement (en une minute environ), et oralement seulement, comment un problème 
dans lequel on remplace la condition "P (x) > O" par "P (x) > 2 x" , par 
exemple, peut être ramené par différence au problème précédent. Je ne me suis donc 
absolument pas attardé sur ce point. Cette remarque est importante pour l'analyse 


22, Lis 


é ts L' 
des réponses aux tes » L' L'a 


* Henri BAREIL, animateur à l'LR.E.M. de Toulouse, assistait à l'une des séances 
et prenait des notes. Dans le compte rendu qu'il me remit, il assimilait chacune 


de ces étapes à des "duels", le "puissant!" jouant à l'Horace par … délégation. 





D > = 


D... lea 





DÉPENS ic te TE lai —mmtms ms — 2 à x 
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1 . ' 1 ! ! 
3ème partie : Tests 2k',5L 2 L 3 L 4 





Indiquons les énoncés de ces tests : 





L'fsoit Pix) = 5 x7 + 2 x° - 50 x? - 20 x - 10 
Déterminer un nombre A > O tel que, poux tout x > À , on ait P (x) >0. 
L',|f Soit Pix) sx +10 x - 2x8 + 1 NE 





Déterminer un nombre B > O tel que, pour tout x > B, on ait P (x) > 8 x”. 


L'[FSoëit P (x) = 2x7 - 53x24 x "8 





Déterminer un nombre C > O tel que, pour tout x C , on ait : 


L x LP (x) & 3 x? 


Mb 


Déterminer un nombre D YO el que, pour tout x« D , on ait P (xl 0: 


B. Précisions complémentaires concernant chaque séance d'expérimentation 
PT ER PE à PR ER PE 7 AU te QUE ee por ir af 


Expérimentation en 1ère S 


Elle eut lieu le 7 Mars 1988 de 9h15 à 10h40 (avec une interruption lors 
de la récréation de 10h), au lycée Saint Sernin de Toulouse, en présence de Roselyne 
MARQUES, professeur de mathématiques de la classe, qui prit des notes. Les élèves 
m'avaient déjà vu au cours d'une séance d'expérimentation, un mois avant, sur 


l'approche des limites par les suites monotones. 


Expérimentation avec les élèves-professeurs de mathématiques 


Elle eut lieu à l'Université Paul Sabatier de Toulouse le 3 Mars 1988, 
de 10h45 à 11h45, avec des étudiants préparant le CAPES de mathématiques, à la 
suite de mon cours hebdomadaire avec eux. Henri BAREIL, animateur à l'ILR.E.M. de 


Toulouse, a eu la gentillesse d'assister à la séance et de prendre des notes. 
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Indications orales données aux élèves à chacune des deux séances 





Je leur ai demandé d'utiliser les feuilles de tests comme brouillon en 
précisant que j'étais intéressé par leur façon d'aborder le problème, même s'ils 
n'arrivaient pas au bout. 


Pour les tests L, et L, où il est prévu trois réponses possibles, je 
leur ai demandé de justifier leur réponse de manière succinte sur leur feuille ; j'ai 
insisté sur le fait que je n'étais pas intéressé, dans cette expérimentation, pas leur 
manière de rédiger. 


10 minutes environ après la distribution de la première feuille de tests 
(L,; L,; L) j'ai demandé, à ceux qui ne l'avaient pas déjà fait, de commencer à 
réfléchir au test La. Ainsi, tous les élèves ont dû avoir au moins dix minutes pour 


réfléchir au test L; : 


Pour les tests L',; L'o je leur ai demandé d'écrire seulement les 
calculs, sans aucune justification. 


10 minutes avant la fin de la séance, j'ai demandé, à ceux qui ne 
l'avaient pas déjà fait, de commencer à réfléchir au test L'A en leur disant qu'ils 
pouvaient éventuellement se contenter pour le test L', , d'indiquer l'idée de leur 
démonstration, sans détailler les calculs. Ainsi tous les élèves ont dû avoir au moins 


10 minutes pour réfléchir au test L'y : 


Pour ce test L', , je leur ai demandé d'essayer d'utiliser, en l'adaptant, 
la méthode que je leur avais exposée. 








{ 
| 


nu" SP OR Re, D mi mme MD + SSSR À 2", 
k $ : À À : 
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4. EXPERIMENTATION : ANALYSE DES RESULTATS DES TESTS L,, L., L.. 


172. -9 





Le nombre d'élèves de 1ère S (33) et celui d'élèves-professeurs (36) 
étant à peu près de même grandeur, nous n'avons pas cru bon de donner les 
résultats en pourcentage. Les tableaux complets concernant le dépouillement de 


ces tests, élève par élève, figurent en annexe. 


A. Tests L, et L 


1 2 


Rappelons d'abord les énoncés de ces tests. 


L, [F Soit PIx) = XT = 50% 2 20 


Existe-t-il un intervalle de La fonme [A,+®[ sur Lequel ce polynôme 
est de signe constant ? 


L our NON JE NE SAIS PAS 


L,|| Pour un polynôme quelconque Q{x] à coefficients néels, existe-t-il 
toujours un intervalle de La fonme [B,+°[ sur Lequel Q(x) est de 
signe constant ? 


OUT NON JE NE SAIS PAS 


Nous souhaitions, en posant ces tests, obtenir des renseignements relatifs 
au comportement d'élèves de lycée et de futurs professeurs de mathématiques 
sur l'étude du signe d'un polynôme au voisinage de +%œ : d'abord dans un cas 


particulier (L,), puis dans le cas général (L,). 


\% LPO L'AL RES 





| 
| 
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Remarque préalable concernant les élèves de 1ère S 


Nous rappelons que, en 1ère S, on leur demandait seulement une justification 
intuitive de leur réponse. A titre d'exemple, voici deux justifications que nous 


avons considérées comme correctes, en 1ère S, dans notre dépouillement. 


ler exemple 


Pour L; : "OUT, car à partir d'une centaine valeur de x on aura 


toujours x‘ > 50x° + 20" 


(Fiche n° 13) 


2ème exemple 


Pour L, : "En cherchant Les racines de ce polynôme, elles pourraient 
déterminer un intervalle. B sera, par exemple, L'une de 
ces racines" 

(Fiche n° 30) 


En effet, en ce qui concerne le premier exemple, il convient de 
rappeler que, dans le test, on ne demande pas s'il existe un intervalle [A,+ 
sur lequel P(x) est toujours positif, mais on demande s'il existe un intervalle 
[A,+e[ sur lequel P(x) est de signe constant. La justification donnée par l'élève 
semble alors indiquer qu'il ne donne pas la réponse au hasard et que, de plus, 
il a l'intuition du rôle prépondérant joué par x. Dans les tableaux ci-dessous, 
on a classé conventionnellement ce type de réponse, pour les élèves de 1èresS, 


> : ; Sa : 52 4 
dans la catégorie "justification correcte en utilisant P(x) sv x " pour L,; et 


; : Re : js nn! 
dans la catégorie "justification correcte en utilisant P(x) va,x pour L.. 


Plus précisément, pour le test L, en 1ère S, on a classé dans la 


catégorie "justification correcte en utilisant x}! toutes les réponses OUI 
dans lesquelles x? a été isolé et présenté comme un majorant. Pour le test L, 
en lère S, on a classé dans la catégorie "justification correcte en utilisant 
P(x) BR toutes les réponses OUI dans lesquelles il est fait référence au 


monôme de plus haut degré. 
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En ce qui concerne le second exemple, la justification proposée, bien 
qu'imprécise et incomplète, montre que l'élève a pressenti la bonne réponse (ne 
l'oublions pas, on ne la lui donne pas dans le test) et que, d'autre part, il a eu 
l'idée intuitive de justifier sa réponse en faisant une référence explicite aux 
racines d'un polynôme. On a classé conventionnellement les justifications de ce 


type dans la catégorie "justification correcte en utilisant les racines". 


Plus précisément, pour les tests L, et L, en lère S, on a classé 
dans la catégorie "justification correcte en utilisant les racines" toutes les répon- 


ses OUI dans lesquelles il est fait référence explicitement aux racines. 


Résultats du test L, 


Réponses 


OUI, les racines 


avec une justification _ 
lim P = +0 


correcte, 


en utilisant : P' et le sens de variation 


un calcul algébrique 


TOTAL DES BONNES REPONSES 


OUI, sans justification 


OUI, "le polynôme garde un signe -" 
avec une justification 
fausse 


"JE NE SAIS PAS" 





* 24 et non 25 car un étudiant propose 2 solutions justes. 
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Quelques commentaires 


En tenant compte des conventions signalées plus haut concernant les 
élèves de 1ère S, on peut considérer que, d'une certaine manière, les pourcentages 


de bonnes réponses pour les élèves de lycée et pour les élèves professeurs sont du 
même ordre. 


Le fait que x? soit prédominant et impose son signe au voisinage de 
++ semble être tout à fait spontané puisque un élève sur deux, en 1ère y pense ; 
dans cette classe, d'ailleurs, 4 élèves seulement pensent que le polynôme sera 
toujours négatif. On aurait pu s'attendre à un pourcentage plus élevé d'élèves de 
lère dans ce cas, compte tenu des coefficients de P(x) : les coefficients de x° et 


: ee 4 
le terme constant ont une valeur absolue bien plus grande que le coefficient de x 


Il n'y a que 2 élèves professeurs sur 3 qui réponsent correctement à 


cette question. Il n'y en a que 1 sur 3 qui pense à utiliser l'une des propriétés : 


MP(x) nv xTr ou "lim P(x) = +! pour résoudre ce genre de problème. 
X-++ 00 


Il apparaît clairement que l'utilisation des équivalents ou des limites dans des 


problèmes de signe n'est pas du tout un réflexe prioritaire chez les futurs ensei- 
gnants de mathématiques. 
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Résultats du test L 


REPONSES 
OUI, 
avec une justification 


correcte, 
en utilisant 


TOTAL DE BONNES REPONSES 


OUI, sans justification 


OUI, avec une justification fausse 


JE NE SAIS PAS 


Quelques commentaires : 


2 





Les résultats sont bien moins bons qu'en L;, comme on pouvait s'y attendre. 


En tenant compte des conventions signalées plus haut concernant les élèves 


de 1ère S, on peut considérer, comme pour le test Li, que les pourcentages de 


bonnes réponses pour les élèves de lycée et pour les élèves professeurs sont du 


même ordre. 


I n'y a qu'un élève-professeur sur trois qui répond correctement. Le nombre 
élevé de réponses "JE NE SAIS PAS" (16) est cependant un peu réconfortant peut- 


être : il y a peu d'étudiants de CAPES qui écrivent quelque chose de faux. 
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Parmi les élèves de 1ère S qui répondent "NON", certains font une confusion 


. n FRE . . .. 
entre x” et la suite a” et font intervenir des questions de parité. 


Passage de L, à L, (pour les élèves-professeurs) 


Nous allons à présent faire quelques commentaires concernant le lien 


entre les réponses au test L; et au test L,. Nous n'envisagerons ici que les 


réponses d'élèves-professeurs : en effet, les élèves de 1ère S disposaient de trop 
peu d'outils pour résoudre ces tests, et il nous a semblé que la comparaison de 


leurs réponses aux tests L, et L, ne permet pas de tirer des conclusions 
suffisamment probantes. 


Sur les 7 étudiants ayant donné une réponse correcte à L, justifiée 


par : "P(x) x, 5 utilisent le même argument "P(x) ax" pour justifier leur 


réponse "OUI" à L.. Il semble donc que la notion d'équivalent est assez forte pour 
2 P 


permettre le passage du particulier au général. 


Sur les 6 étudiants qui ont répondu à L, correctement, en utilisant 
la dérivée, un seul (n° 27) donne une bonne réponse en L,- 


Aucun de ceux qui n'ont pu donner une bonne réponse en L, ne donne 


une bonne réponse en L,- Ceci semble donc traduire chez eux une lacune fondamen- 


tale, qui n'est pas due à certains aspects bloquants du cas particulier présenté en 


L;. 
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3 


Rappelons d'abord l'énoncé de ce test : 


[ "Soit Le polynôme R(x]) = x - 3x? + x - 8. Déterminer un nombre 


c > 0 {el que, pour tout x > c, R(x] soit positif". 


Ce test, posé avant la présentation de la méthode fondamentale, est 
le plus directement lié à celle-ci : il s'agit en effet ici de voir comment les 
élèves peuvent résoudre ce genre de problème avant d'avoir pris connaissance d'une 


méthode applicable précisément dans ce cas. 


Nous avons choisi un polynôme de degré peu élevé. Ainsi, les élèves 


avaient la possibilité de résoudre ce problème de plusieurs manières, qui sont 


d'ailleurs apparues dans la correction des tests : 


1. Par le calcul, en remarquant, par exemple, que R(x) s'écrit 
R(x) = (x$ - 3x2) + (x-8) 


et en rendant positives chacune des deux quantités. 


2. En utilisant la dérivée et le sens de variation de R(x). 


& 
Il convient de rappeler que les élèves disposaient d'au moins 10 minutes 
pour ce test. 
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Résultats du test L; 


Dans le tableau ci-dessous, nous avons classé dans la rubrique ‘exercice non 
résolu" toutes les fiches sans erreur dans lesquelles l'exercice n'était pas résolu. 
Le plus souvent, ces fiches contiennent quelques lignes laissant entrevoir sans 


ambiguité le moyen auquel pense l'élève pour résoudre le problème. 
La rubrique ‘exercice résolu avec solution fausse" concerne les élèves qui 


proposent une solution complète, mais dans laquelle il y a une erreur (autre 


qu'une simple erreur de calcul). 


1ère S CAPES 


| Par un calcul algébrique 6 
Exercice résolu { 
Par la dérivée et le sens de 
variation 14 
TOTAL DE BONNES REPONSES 20* 
Exercice non résolu 11 





. , . Î 
Exercice résolu avec solution fausse 1 9 


TOTAL \ 33 36 


* trois d'entre eux ont fait des erréurs de calcul dont on n'a pas tenu compte 


dans notre dépouillement. 
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Quelques commentaires 


Ici, les résultats des élèves-professeurs sont nettement meilleurs que ceux 
des élèves de lycée : ceci est essentiellement dû au fait que les élèves de 1ère 


n'avaient pas encore étudié les dérivées. 


Il n'y a qu'un élève-professeur sur deux, environ, qui- résout correctement 


l'exercice. 


Il y a seulement une bonne réponse en 1ère. 


Il apparaît clairement que la résolution par le calcul d'un problème de mino- 
ration de ce type n'est pas habituelle pour les élèves et présente visiblement des 
difficultés : un élève-professeur sur six résout le problème ainsi ; un élève de 


lycée sur 33 arrive à le faire. 


Il semble donc que la méthode fondamentale ne soit pas du tout superflue 


pour résoudre ce genre de problème. 


En 1ère S, sur les 23 "exercice non résolu", 17 essaient de démarrer en 
faisant une factorisation (le plus souvent en mettant x en facteurs dans 


2 - 3x2 + X). 


Signalons deux erreurs commises plusieurs fois par les élèves de la catégorie 
“exercice résolu avec solution fausse". En 1ère S, on trouve (fiche 29, par exem- 
ple) 

x(x2-3x41) > 8 si [x > O0 et (x°=3x51) > 8] 


Chez les élèves-professeurs, certains, en étudiant le sens de variation, se 
rendent compte que R(x) est toujours croissant pour x > X Ils prennent alors 


C = R(X,) sans remarquer que R(Xx ) est < 0 (fiche n° 33, par exemple) 
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Il nous semble intéressant de signaler, pour ceux qui s'intéressent plus parti- 
culièrement aux problèmes de linéarité, l'erreur originale suivante, commise par un 
élève de 1ère S (fiche n° 20) : 


Si f(x) > 0 pour x € /a,b] alors f(x) > 8 pour x € [a+8,b+81. 


On va indiquer, dans le petit tableau ci-dessous, les nombres d'élèves 
professeurs ayant eu l'idée de résoudre ce problème (avec succès ou non) par le 


calcul ou en utilisant la dérivée. 


ee "calcul algébrique" 


Réflexe ‘dérivée! 





Divers 
TOTAL 


On peut remarquer que l'on retrouve à peu près la même proportion 


(11-24) que si on considère seulement les étudiants ayant résolu l'exercice (6-14) 


Le réflexe ‘'dérivée'' semble bien enraciné chez les élèves. 
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5. EXPERIMENTATION : ANALYSE DES RESULTATS DES TESTS L',,L' 2L" zL' 4 
————————————————.- - À ES À 


Rappelons d'abord les énoncés de ces tests 


L! Soit P(x) = 5x7 + 2x7 - 50x? - 20x - 10 


Déterminer un nombre À > O0 tel que, pour tout x > A, on ait 


R(x] 3 0: 

L; Soit P(x}) = x” + 10x° - 2x2 + 7x? - x + 1 
Déterminer un nombre B > 0 tel que, pour tout x > B, on ait 
P(x]) > 8x*. 


Il s'agissait pour nous de vérifier si les élèves étaient en mesure de mettre 
en pratique la méthode fondamentale, immédiatement après mon exposé d'un quart 


d'heure environ, sans consulter leurs notes. Dans le Li il s'agissait d'une applica- 


tion directe de la méthode, et dans le L,, d'une variante dont j'avais parlé très 


rapidement à la fin de mon exposé. 


Dans les deux tableaux suivants, nous donnons des renseignements concernant 
l'assimilation ou la non assimilation de la méthode, sans tenir compte des erreurs 


de calcul (peu nombreuses d'ailleurs). 
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Résultats du test L' 





Résultats du test L, 


lère S CAPES 
METHODE JUSTE 

















METHODE FAUSSE 





DIVERS 


Quelques commentaires 


La méthode est utilisée correctement par tous les élèves, sauf un en 1ère S 
et deux en préparation au CAPES ; ce sont d'ailleurs les mêmes que l'on retrouve 


! 
en L', et en L;- 


On peut signaler que quelques élèves, davantage au CAPES qu'en ière $, 
utilisent la méthode sous une forme un peu différente : ainsi, certains élèves- 
professeurs (fiche n° 1 par exemple) commencent par abaisser le degré du poly- 
nôme avant d'utiliser la méthode ; pour Li par exemple, ils commencent par 
écrire que : 


3 2 


(5x + 2x3 - 50x72 - 20x - 10) > (2x? - 50x2 - 20x - 10). 
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D'autres, pour L,, en Îère et au CAPES d'ailleurs, commencent par enlever les 


termes "gentils" de P(x) (c'est à dire 10x*, rs et 1) avant de transposer 8x? 


dans le premier membre de l'inégalité (par exemple, fiche n° 26 au CAPES). 


B. Test L! 


Rappelons d'abord l'énoncé de ce test : 


L'! Soit P(x]) = 2x? _- 3x? + x - 8 


Déterminer un nombre c > 0 tel que, pour tout x > c, on ait : 


x” PIRE 2 


Il ne s'agit pas ici d'une application directe de la méthode comme dans 
les tests L; et L,. Rappelons, de plus, que les élèves qui le souhaitaient avaient 
la possibilité d'indiquer seulement la marche à suivre, sans détailler les calculs. 


l'attendais simplement d'eux qu'ils indiquent chacune des trois étapes suivantes* : 
P q q P 


P(x) - me > 0 (1) 


a) x” < P(x) < 3x” <— et 


3x? _ p(x) >0 (2) 


_b) On applique la méthode fondamentale pour (1) et pour (2) et on obtient 


deux nombres strictement positifs A, et A): 


:c) Il suffit alors de prendre le plus grand de ces deux nombres. 


Il est important de remarquer que l'inégalité (2) est écrite sous la forme 


- P(x) > 0 et non pas P(x) - 3x? < 0. En effet, la méthode fondamentale, 


telle qu'on l'avait vue, est utilisable dans le premier cas, pas dans le second. 


3x? 


* Rappelons que l'on peut démontrer de manière tout à fait analogue, en utilisant 
seulement la méthode fondamentale, que P(x) « 2x5 au voisinage de + (cf $2). 


à 
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Il pouvait être prévisible que certains élèves auraient peut-être des difficultés 
pour passer de la forme P(x) - 3x? & 0 à la forme 3x” - P(x) > 0. En effet, 
à la fin de mon exposé, j'avais seulement indiqué (rapidement, rappelons-le) 
des situations du type de l'inégalité (1) ci-dessus, 


3 3 


P(x) > x° <=—=> P(x) - x° > 0,, 


dans lesquelles c'est le monôme qui "passe" dans le même membre que le 
polynôme, et pas l'inverse. En définitive, l'idée nouvelle que les élèves devaient 
avoir peut se résumer ainsi : on passe d'une situation du type "A(x) £< O0" à 
une situation du type "B(x) > 0" en prenant B(x) = -A(x). Cette idée, simple 
en apparence, est importante car elle permet de ramener l'étude d'une limite 


de fonction tendant vers -œ à celle d'une fonction tendant vers +. 


Résultats du test L', 


lère S CAPES 
METHODE CORRECTE INDIQUEE 


INEGALITE (1) EXPLICITEE 
ET 12 3 
INEGALITE (2) LAISSEE SOUS LA FORME "p(x)-3x £ 0" 


ERREUR DANS SOLUTION PROPOSEE ME 3 


TOTAL 33 35 
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PRECISIONS SUR LE TABLEAU PRECEDENT 


"Méthode correcte indiquée" : 


Nous avons comptabilisé dans ce groupe de réponses toutes celles 
faisant état des étapes a), b), et c) précédentes, à un détail près : parmi les 
élèves-professeurs, certains (onze) ne précisent pas l'étape c) : ‘on prend le 
plus grand des deux nombres". Compte tenu de la nature un peu imprécise de 
la question posée (ils pouvaient indiquer seulement la ‘marche à suivre"), il 
semble que cette lacune dans leurs réponses ne puisse pas être interprétée de 
manière significative. Il est vraisemblable que, à leur niveau, la plupart n'ont 
pas considéré cette étape comme une étape fondamentale devant être signalée 
dans la marche à suivre générale ; d'autant plus que, dans le contexte de la 
séance d'expérimentation, l'accent était surtout mis sur la méthode fondamen- 
tale. Par contre, en 1ère S, toutes les réponses comptabilisées dans cette 
rubrique faisaient effectivement état des trois étapes a), b), c) , tous les 


calculs étant, le plus souvent, explicités complètement. 


"Erreur dans solution proposée" : 


Nous avons classé dans ce groupe toutes les réponses contenant 
une erreur autre qu'une erreur de clacul. Ainsi, par exemple, un étudiant de 
CAPES (fiche n° 20) applique la méthode fondamentale comme s'il s'agissait, 
dans ce test, de rendre P(x) positif. En 1ère S, la plupart du temps, ces erreurs 


sont apparues dans l'étape a), lors de la transformation de la double inégalité. 
"Divers! : 


Ce groupe concerne essentiellement des élèves qui n'ont rien écrit. 
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Quelques commentaires sur les résultats 


En 1ère, il y a plus d'un élève sur trois qui éprouve des difficultés 
pour passer d'une situation du type "A(x) < 0" à une situation du type "B(x) > 0". 
Parmi les élèves ayant laissé l'inégalité (2) sous la forme "P(x) - 3x° £ 0", beau- 
coup, sur leurs fiches, ont essayé d'avancer dans leur recherche, sans succès, à 
partir de cette inégalité. Il apparaît donc que ce n'est pas par simple oubli qu'ils 
n'ont pas écrit cette inégalité sous la forme 3x° - P(x) > 0 : ils n'en ont pas 


eu l'idée. 


Les résultats des élèves-professeurs sont bien meilleurs que ceux des 


élèves de lycée. 


C. Test L 4 


Rappelons d'abord l'énoncé de ce test 


L' Soit P(x]) - 2x3 + 5x2 + x + 1] 


Déterminer un nombre D < 0 tel que, pour tout x D, on ait P(x}) & 0. 


Notons qu'il y a deux changements par rapport au cadre d'application 
de la méthode fondamentale : d'une part, on cherche à déterminer, pour la varia- 
ble x, un voisinage de -æ et non de +œ, d'autre part on cherche à rendre le 
polynôme P(x) négatif et non positif. Le second changement a déjà été rencontré 


dans le test L; . Dans Ly on est encore plus éloigné du cadre d'application de 


la méthode fondamentale. Nous souhaitions essentiellement contrôler dans ce test 
le comportement des élèves, relativement à la méthode fondamentale, quand on 


passe d'une étude sur R, à une étude sur IR . 
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Rappelons que les élèves avaient au moins dix minutes pour résoudre 


cet exercice, et qu'on leur suggérait d'essayer d'adapter la méthode fondamentale. 


Pour faire cela, il y a essentiellement deux manières possibles de 


procéder : 


L'une consiste à se ramener carrément à la situation d'application de la 


méthode fondamentale en considérant le polynôme -P(-x). En d'autres termes, 





celà revient à poser X = -x et à remarquer que : "A < 0 “== -A > 0" 
(c'est ce que nous avons fait souvent dans le paragraphe 2 consacré aux appli- 


cations de la méthode). 


+ 


L'autre manière de procéder consiste à s'inspirer de la méthode fondamenta- 
lie, sans faire de changement de variable ni de changement de fonction. Plus 


précisément, on peut procéder ainsi : 


Pour tout x < 0 on a : 


Etape préliminaire : P(x) < Q(x) = 2x° + 5x? + 1 
(suppression du terme x, le "gentil" dans ce contexte). 


Première étape : 2x° + 5x? £ 6 <== x < -3 





> x < -1 





Deuxième étape : x +1<0< 


Troisième étape : pour tout x < Min (-3,-1) , P(x) < 0. 
Il suffit donc de prendre D = -3. 


La première étape, on le verra dans l'analyse des résultats, est délica- 
te : en effet, il faut penser à majorer par -x° et non par x2, car, sinon, à l'étape 


suivante on est bloqué. 
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Signalons que, en posant X = -x, on évite ce genre de problème et 
que la démonstration est bien plus commode. Ceci sera vérifié par les résultats 


du test. 


Résultats du test L' 4 


1ère S CAPES 


-P(-x) 


EXERCICE RESOLU | < -X 


| Autres 
TOTAL DE BONNES REPONSES 


EXERCICE NON sou) pratiquement rien écrit 


(pas rte avec -dée 


EXERCICE RESOLU AVEC SOLUTION FAUSSE 


EBAUCHE D'UNE SOLUTION, AVEC ERREUR 


DIVERS 





*“ dont deux avec une erreur de calcul dans les coefficients. 
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Précisions concernant le tableau précédent 


"Exercice résolu, [-P(-x)]" : On a classé dans ce groupe toutes les bonnes 
solutions utilisant le premier procédé. 


à 2 . 
"Exercice résolu, (£ -x”)" : cette rubrique concerne toutes les bonnes solu- 


tions utilisant le second procédé explicité ci-dessus. 


"Exercice non résolu (avec idée)" : on y a comptabilisé les réponses des 
élèves qui n'ont pas résolu leur exercice, qui n'ont rien écrit de faux, et qui 
ont eu une des deux idées suivantes, traduisant une certaine adaptation de la 
méthode fondamentale : suppression du terme "gentil" ou remplacement de 
"P(x) < 0" par "-P(x) > 0". 


"Exercice non résolu (pratiquement rien écrit)" : cette rubrique concerne 


les copies blanches et celles dans lesquelles il n'y a rien de faux mais où on 


n'entrevoit aucune idée intéressante relativement au problème posé. 


"Exercice résolu avec solution fausse" : on a comptabilisé dans ce groupe 


les réponses d'élèves proposant une solution, mais avec une erreur. 


Quelques commentaires 


Les résultats ne sont vraiment pas bons : un seul élève dans la classe 
de 1ère arrive à résoudre l'exercice. Pour les élèves-professeurs, c'est mieux ; il 


n'y a cependant qu'une bonne réponse sur trois. 


Dans la rubrique "exercice résolu avec solution fausse", beaucoup 
d'élèves (4 sur 11 au CAPES, 9 sur 13 en lycée) commencent par écrire, par ana- 
logie avec la méthode fondamentale, la majoration 2x° + 5x? S x? Celle-ci ne 
donne rien par la suite, on l'a vu. Voulant néanmoins s'en sortir, ils proposent 


une justification fausse. Ainsi, par exemple, on trouve (CAPES, fiche n°6) : 
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3 2 2 2 
2X° + 5X <X > x< -2 , x +1<0 : NON 
et l'élève prend alors D = -2. 2 élèves de 1ère commettent la même erreur. 


5 ns ; 2 
Trois autres, en 1ère, intrigués sans doute par le fait que x + 1 ne peut pas 


être négatif, majorent x? + 1 par une constante Kk > 1. Un autre élève, en 1ère, 


en déduit que D n'existe pas. 


Un élève sur deux environ écrit quelque chose de faux sur sa fiche : 
17 en 1ère (13+4) et 15 au CAPES (11+4). Parmi les erreurs autres que celles 
décrites ci-dessus, on peut relever beaucoup d'erreurs provenant du comportement 
des inégalités, dans IR_, par rapport à la multiplication (9 en 1ère et 5 au CAPES) 


Signalons, enfin, l'erreur suivante commise par quatre élèves de 1ère : P(x) étant 


le polynôme 2x5 + 5x? + x + 1, ils écrivent : 


Vx< 0 Plx}r= 2207 4 9x7 Ex à 
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6 : UTILISATION DE LA METHODE FONDAMENTALE 


DANS L'ENSEIGNEMENT DES LIMITES 


Nous allons voir dans ce paragraphe pourquoi, avant et après le 
baccalauréat, il peut être avantageux d'utiliser la méthode fondamentale et ses 
applications dans l'enseignement des limites. Nous commencerons par analyser, en 
nous appuyant sur les résultats de l'expérimentation précédente, l'enseignement de 


la méthode fondamentale elle-même et de certaines de ses applications. 


A. Commentaires sur l'enseignement de la méthode fondamentale et de ses applications 
ep ne VS mn OR ne st R 


Il ressort très nettement de l'analyse des résultats des tests L', et 
L', que la méthode fondamentale peut être mise en pratique correctement et très 
rapidement par des élèves de lycée. L'expérimentation a été effectuée dans une 
classe de 1ère S, mais, compte tenu de la qualité des résultats des tests, il est très 


vraisemblable que cette méthode pourrait être enseignée dès la 2nde. 


D'autre part, elle donne lieu à des activités qui semblent plaire aux 
élèves. Signalons à ce sujet le sondage suivant que j'ai effectué oralement lors de 
l'expérimentation en 1ère S. A la fin de la séance, j'ai demandé aux élèves s'ils 


aimaient ce genre d'activités : tous répondirent par l'affirmative. Leur application 





s 4b- 


et leur motivation lorsqu'ils répondaient aux tests pouvaient laisser prévoir cela. Après une 
réponse aussi unanime, on peut se demander si elle n'est pas due, en partie, à une 
certaine forme de gentillesse et de politesse des élèves vis-à-vis de l'enseignant. 
Pour cette raison, j'ai tenu à leur demander, toujours oralement, de comparer deux 
types d'activités dans lesquelles j'étais partie prenante : d'une part, celles que je 
venais de leur proposer dans les tests (sur la méthode fondamentale), et, d'autre 
part, des activités sur les suites, comme celles que je leur avais proposées lors 
d'une précédente séance d'expérimentation. (Ils avaient, d'ailleurs, longuement étudié 
cette question avec leur professeur, présent dans la salle). La réponse des élèves fut 
très nette : ils préféraient tous les activités sur la méthode fondamentale. Une 
réponse aussi unanime me surprit un peu, je l'avoue, dans une classe de 1ère S*. Il 
apparaît très clairement que, même les élèves ayant le profil ''matheux'"', préfèrent 
de très loin les exercices calculatoires, pour lesquels ils disposent d'une méthode, à 
des exercices plus théoriques. 


L'analyse des résultats des tests L L, montre que les élèves 


L 
1° 2” 3 
ne sont pas préparés à ce genre d'activités. À ce sujet, les résultats, généralement 


faibles, des élèves-professeurs à ces tests sont très significatifs. 


Signalons un sondage oral que j'ai effectué avec les étudiants de CAPES, 
au début de mon exposé de la méthode fondamentale. Après avoir écrit au tableau 
l'énoncé de l'exercice que je me proposais de résoudre (il s'agissait, rappelons-le, 
d'un polynôme du sixième degré), je leur ai demandé s'ils avaient rencontré ce 
genre de problème au cours de leurs études. Leur réponse fut unanime : personne 


n'avait rencontré ce type d'exercice auparavant. 


En ce qui concerne les applications de la méthode fondamentale à 


l'étude des limites, il convient d'avoir présents à l'esprit les points suivants : 


* J'ai même posé une seconde fois la question, en leur demandant de répondre 
très librement et en insistant sur le fait que l'on pouvait très bien préférer 


les suites : personne ne préférait les suites. 
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a) Une situation du type "A (x) < O" se ramène à une situation équivalente 
du type “"B (x) >O" en posant B (x) = - A (x). 


b) On ramène une étude au voisinage de -® à une étude au voisinage de 


+ ® en posant X = - x. 
c) Pour une fraction rationnelle D , on passe d'une inégalité du type 
P (x) 


QG) £a à une inégalité du type P, (x) > O (où P, (x) est un polynôme) en 


multipliant par le dénominateur Q (x), lorsqu'il est de signe constant, et en faisant 
une transposition. 


d) On ramène une étude au voisinage de O à une étude au voisinage de 
l'infini (et inversement d'ailleurs) en posant X - u . Une étude au voisinage de x, 


se ramène à une étude au voisinage de O0 en posant U = x - x - 


Ces divers points peuvent paraître classiques et donc faciles. Les 
résultats des tests L'; et L', montrent qu'il n'en est rien ; ainsi, par exemple, 
le changement X = - x n'est pas un réflexe, loin s'en faut ! Aucun élève de 
1ère S n'y pense ; un élève-professeur sur sept en a l'idée. Il convient donc, après 
la présentation de la méthode, de mettre l'accent sur ces divers points, ce que je 
n'avais pas fait dans mon exposé, rappelons-le. Celà étant, il est très probable que, 


une fois indiqués aux élèves, ces divers points ne devraient plus soulever de difficultés. 


5.548. 2 


B : Avantages pour une meilleure compréhension de la propriété caractéristique 
des limites en E,n ) - 


Pour les fractions rationnelles, on a vu que, en utilisant uniquement la 
méthode fondamentale et la propriété caractéristique des limites en (e ,n), on 
pouvait établir tous les théorèmes classiques sur les limites ; de plus, on est en 
mesure dans tous les cas, pour chaque choix de e, de calculer effectivement un n. 
Il est clair alors qu'une telle approche calculatoire est de nature à faciliter la 


compréhension de la propriété en (e,n). 


Cette propriété semble, très souvent, délicate et abstraite. Ceci, en 
réalité, n'est pas surprenant compte tenu de la manière dont on utilise usuellement 
cette propriété. Beaucoup d'étudiants et d'enseignants sont persuadés que pour les 
fractions rationnelles, en dehors des cas simples où le degré des polynômes est égal 
à 1 ou 2, on n'est pas en mesure d'expliciter un n ; ils pensent en effet 
qu'un tel problème est lié à la détermination des racines d'un polynôme. Ainsi, 
apparaît comme un nombre très rarement calculable, dont seule l'existence nous 
préoccupe. Dans un tel contexte, la notion ne peut qu'être abstraite. Considérons, 
par exemple, la démonstration usuelle du théorème sur la continuité des polynômes 
et des fractions rationnelles : Usuellement, ce n'est que dans le cas des fonctions 
f (x) = x et f (x) = constante que l'on explicite n en fonction de € ; le 
théorème général s'obtenant ensuite en utilisant les théorèmes sur la somme, le 
produit et le quotient de fonctions continues. D'ailleurs, plus généralement, la 
propriété en (e,n) sert surtout, jusqu'au DEUG inclus en tout cas, à établir 
des théorèmes* qui seront utilisables par l'étudiant pour résoudre des problèmes. 

Si on veut que cette propriété soit mieux assimilée, il faut l'enseigner avec 


beaucoup plus de soin. 


* Quand la définition des limites était au programme des classes de lycées, la 
démonstration de certains théorèmes de ce type (opérations sur les limites par 


exemple) n'était même pas au programme. 


2". 


L'approche calculatoire et méthodique que nous proposons permet aussi 
de donner une illustration graphique des calculs obtenus. Prenons, par exemple, le 
cas de la continuité d'une fraction rationnelle. On peut très bien imaginer des 
exercices du type suivant : étant donnée une fraction rationnelle R (x) quelconque, 
définie en x, , de graphe G , et étant donné un nombre strictement positif , 

; par exemple, déterminer un nombre n > © tel que la partie de G correspon- 
dante aux valeurs de x de l'intervalle xs, X, + n£ soit contenue dans un 
rectangle ]xo ; Xo + nf x I où I: est un intervalle ouvert de longueur . 
et d'extrémité R (xç) - Comme on l'a vu dans le paragraphe 2, la méthode fonda- 
mentale nous permet d'expliciter un tel n intervenant dans l'étude d'une limite à 
droite ou à gauche (ici, on a affaire à une limite à droite). On peut remarquer qu'on 
est en mesure d'obtenir le signe de R (x) au voisinage de R(x,) (quelle que soit 
R (x)), et, donc, qu'on peut préciser si I = JR (xo), R (xo) + SL ou si 

I = JR (xo) - : , R (xo) [ . Ce genre d'exercice est d'autant plus 
intéressant que la fraction R(x) est compliquée. En effet, on se rend alors compte 
que, même lorsqu'on n'est pas en mesure de construire la courbe, on peut obtenir 
des renseignements grâce aux propriétés sur les limites. Il est clair que, lorsque l'on 
peut construire la courbe, on comprend beaucoup moins l'intérêt de ce genre de 
renseignements. Dans ce cas, d'ailleurs, la propriété en (e,n) risque d'apparaître 
comme une propriété artificiellement compliquée pour traduire un phénomène simple, 


visuel. 
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C : Avantages pour l'étude des équivalents et des formes indéterminées 


Pour les équivalents, on en a vu un exemple dans le test L'3 , 
le polynôme P (x) = 2 x? - 3 x? + x - 8 est équivalent à 2 x au voisinage 
de + . On est en mesure, pour chaque choix de & , B tels que O<a<1<B, 


de calculer un A > O tel que 
Yx> A, o (2x) <P (x) < 8 (2 x°) 


Dans l'énoncé du test La on avait priS d& = 
On peut illustrer graphiquement ce résultat : les courbes 
y = x? et y = 3 x° étant construites, on sait calculer A > © tel que la portion 
du graphe de la fonction P (x) correspondante aux valeurs de x > A soit comprise 
entre les courbes y = x? et y = 3 x . Comme précédemment, ce genre de 
résultat est d'autant plus intéressant que la fraction rationnelle R (x) est plus 
compliquée : on est toujours en mesure, au voisinage de l'infini, d'avoir des rensei- 
gnements sur la courbe y = R (x) même lorsque l'on ne peut pas la construire. 


L'intérêt de la notion de fonctions équivalentes devient alors visuel, moins théorique. 


On peut aussi obtenir ce genre de renseignements, pour une fraction 
rationnelle R (x), au voisinage d'un point x, fini. Dans ce cas, en effet, on a 
vu que R (x) est équivalente au quotient de ses monômes de plus bas degré en 
(x - x)) . A ce sujet, il conviendrait d'insister davantage dans notre enseignement 
sur ce dernier point ; on insiste bien plus sur le fait qu'au voisinage de l'infini 
une fraction rationnelle se comporte comme le quotient de ses monômes de plus 


haut degré. 


L'étude du comportement d'une fraction rationnelle au voisinage d'un 
point fini x, est importante. Elle peut permettre en effet une bonne approche 
de l'utilisation des développements limités pour lever certaines indéterminations dans 


le cas d'un quotient de fonctions. Dans le cas d'une fraction rationnelle R (x) 
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présentant une indétermination à en un point x, , on peut facilement lever 
cette indétermination et obtenir une fonction équivalente de la forme 

k(x-x )P (pEZ); la méthode fondamentale permet alors d'obtenir aisément 
des renseignements explicites, au voisinage de x, , sur la courbe y = R (x) 


à partir de la courbe y = k (x - x )P . 


D : Autres avantages de l'utilisation de la méthode fondamentale 


Les exemples traités dans le paragraphe 2 montrent que les problèmes 
résolus par l'utilisation de la méthode fondamentale font appel à certaines techniques 


calculatoires qui nous semblent importantes, par exemple : 


. Manipulation des inégalités 


. Changements de variables "classiques" : X = - x, X = X = X - Xo- 
Signalons à ce sujet que, grâce au changement de variable X = - X, on passe de 


R- à R+; on évite ainsi les difficultés importantes liées aux problèmes d'inéga- 
lités dans R-. 


On peut aussi profiter de ce genre d'exercices, dans lesquels on dispose 
de méthodes, pour mettre davantage l'accent sur la disposition des calculs ; par 
exemple, quand on transforme une fraction rationnelle avec le changement de variable 
X = x - x, . Dans ce cas, on a, en plus un exemple d'utilisation de la formule du 
binôme. 


Signalons enfin que la méthode fondamentale peut permettre d'initier à 
un raisonnement très important en analyse : le raisonnement par condition suffisante : 
pour rendre un polynôme P (x) positif, il suffit de rendre positif un polynôme 
Q (x) tel que P (x) > Q (x) . L'idée de prendre A = Max {A A A} est, 
elle aussi, très classique en analyse. A ce sujet, il convient peut-être de signaler les 
deux points suivants : 
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À. À n'est pas unique 


2. Dans des démonstrations analogues en analyse, ce n'est pas le maximum 
qui intervient, mais le minimum. On a vu en effet, dans la partie consacrée aux 
quantificateurs, que dans le test "f + g continue", certains étudiants, par analogie 
avec le cas des suites, prenaient pour n , à la fin de leur démonstration, 


sup Om » 1) et non inf (n,> no ) : 


E : À quel niveau scolaire cette méthode peut-elle être enseignée 


Ceci n'est pas notre préoccupation essentielle. Cependant, il semble que, 
compte tenu des avantages décrits précédemment et de la rapidité d'assimilation de 
cette méthode, elle peut être enseignée dès la classe de 2nde. Quant à ses applica- 
tions à l'étude des limites, on peut les utiliser à tous les niveaux, au lycée, mais 
aussi après le baccalauréat. On se rend bien compte, à l'université, que la propriété 
caractéristique en (e,n ), en l'état actuel de notre enseignement, soulève 


encore beaucoup de difficultés. 


Bien sûr, on peut se poser la question de fond suivante : "N'est-il 
pas préférable de se contenter d'une approche purement intuitive et non formalisée 
de la notion de limite ?" 
Ce point de vue peut se concevoir, à la rigueur, si on s'adresse à des élèves qui ne 
se destinent pas à des études scientifiques et qui manifestent peu de motivation pour 
les mathématiques. En dehors de ce cas, il me semble qu'il peut être particulièrement 
enrichissant pour les élèves de se familiariser avec les techniques de l'analyse. Ces 
techniques reposent essentiellement, nous le savons, sur les inégalités. Il n'est donc 
pas surprenant que, dans la méthode fondamentale, les inégalités jouent un rôle aussi 


important. 
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En se référant à la différence, souvent artificielle à mon avis, que 
certains font parfois entre le savoir-faire et le savoir-penser, on a envie de dire, 
pour terminer ce paragraphe, que, d'une certaine manière, la méthode fondamentale 
peut permettre d'établir un équilibre entre ces deux types de savoir, dans le domaine 
des limites en tout cas. Plus précisément, on peut penser que, en manipulant de 
manière calculatoire la propriété en (e ,n), les élèves, vraisemblablement, finiront 
par savoir ce qu'elle signifie et pourront l'utiliser dans un contexte plus abstrait. 
L'étape calculatoire pourrait être considérée comme une étape de savoir-faire, et, 
la seconde, de savoir-penser. Mais, en Mathématiques, y a-t-il vraiment une barrière 
entre les deux ? Je ne le pense pas : ces deux types de savoir sont étroitement 
liés. On peut dire, pour conclure, que le principal défaut de notre enseignement 
dans le domaine des limites, et plus précisément de la propriété en (e,n ),a 


consisté à beaucoup trop privilégier le savoir-penser au détriment du savoir-faire. 
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7. POSSIBILITE D'AMELIORATION DE LA METHODE FONDAMENTALE 


Dans le cas d'un polynôme P(x) tendant vers +0 quand x tend vers +4 , 
la méthode exposée dans le $1 nous a permis, de manière simple, d'expliciter 
un À > 0 tel que, pour tout x > A, on ait P(x) > 0. Elle ne permet pas, bien 


sûr, d'obtenir le meilleur A possible, comme le montre l'exemple suivant : 


Exemple 1 


Soit P(x) = x? - 2x - 1. Ce polynôme admet comme racines 1 +V2 et 
1 - V2. Le meilleur A possible, dans ce cas, est égal à 1 + V2. Or la méthode 


du $1 nous donne A = Max {A,,A,} = ‘rca À; CR D - À; = 1 ; en effet, 


rappelons-le, A; s'obtient à partir de x? - 2x > x et À; à partir de x-1 > © 


(x étant supposé > 0). 


On va voir comment, dans certains cas, cette méthode, légèrement modifiée, 
permet d'obtenir, en théorie tout au moins, le meilleur A possible : ainsi, le fait 
d'effectuer des minorations successives convenables peut fournir le meilleur 
résultat à l'arrivée. On peut donc dire que la méthode algorithmique élémentaire 
exposée dans le $1, intéressante sur le plan pédagogique, l'est aussi sur le plan 


théorique. 


Précisons cela. L'idée de modification de la méthode est simple. Elle repose 


sur les points suivants : 


1. On n'enlève pas au départ les monômes P(x) à coefficients positifs 
(ceux que nous avons qualifié de "gentils"). Ceci semble évidemment nécessaire, 
Car on ne voit pas comment, avec une minoration aussi grossière au départ, 


on pourrait obtenir le meilleur A possible. 
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2, A chaque étape, on minore chaque expression du type axPybxP"1 par 


kxP°1 (et non plus, comme précédemment, par xP-b), les coefficients k dépendant 


de p et vérifiant tous les conditions suivantes : k > 0 , et en plus, si b > 0 


(c'est à dire dans le cas où bxP-1 est un "gentil", k > b. 


3. On peut alors obtenir, comme avec la méthode exposée dans le 1, 
un nombre A > O tel que, pour tout x > A, on ait P(x) > O : il suffit de prendre 


le plus grand des nombres A; intervenant dans les diverses étapes. 


Mais cette fois, les A; et À dépendent de la suite des coefficients 


k., k k dé 


gd 22 rer Sn? e étape. 


Les : .èm 
n notant k; le coefficient k intervenant à la i 


On va alors voir que l'on peut choisir les k: de sorte que A soit le meilleur 


possible. Plus précisément, pour un polynôme P(x) vérifiant les deux conditions suivantes: 


C;: P(x) a une seule nacine > 0 et cette nacine est “impLe 


C,: Toutes Les autres nacines ae de P(x) sont telles que Re 4) < à, 


LS 


on va voir que l'on peut choisir les k; de sorte que A soit égal à la racine 


positive de P(x). 


On peut remarquer que, si P(x) a toutes ses racines réelles, C, se déduit 


de C 


Etudions d'abord le cas d'un polynôme de degré 2. 
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Exemple 2 


Soit P(x) = x? - (a +B)x +aB un polynôme du second degré admettant 
comme racines a et B et supposons que æœ>0 et B< 0. P(x) vérifie donc 


les conditions C, et C, : 


Explicitons la méthode exposée précédemment dans ce cas. 


pour x > O0 , on a, en supposant k > O et k > -(« + B) : 
2 
X - (u +B8)}x>kxk <= x>k+a+8 
08 


kx + oB A ne 


= 


Posons A, (k) =k+oa+8, A, (k) = + 


et A(k) = Max {A,,A.} 
Notons D l'ensemble des nombres réels k tels que k > O et k > -(x + B) 
Il est clair que, pour tout k de D, on a : 
Wx > A(k) , P(x) > 0. 
De plus, puisque & est une racine positive de P(x), on a, bien sûr: 
YVkEëD ,A(k)>c, 
ce qui, d'ailleurs pourrait être vérifié directement. 
On va voir qu'il existe k€ D tel que AK ) soit le plus petit possible, 
c'est à dire, ici, tel que AK ) = «. Il suffit pour cela d'expliciter un k € D 


tel que A, (k) = à et A,(k) = . On voit que k_ = -8 convient (immédiat). 
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De plus, on peut vérifier graphiquement que cette valeur ke est l'unique 


valeur k de D pour laquelle A(k) atteint son minimum «. 





ol +P I 
On voit bien que, lorsque k appartient à D, le minimum de A(k) est atteint 


« 


pour une unique valeur k pour laquelle A,(k) = A, (k) : k a donc la valeur -8 
trouvée ci-dessus. Ceci peut être retrouvé directement en résolvant dans D 


l'équation A, (k) = A, (k) (équation du second degré). 


L'étude graphique précédente a été faite dans le cas où «48 est < 0. 
Si a+8 est > 0, l'étude est tout à fait analogue : cette fois l'ensemble D est 
l'ensemble des k > 0 ; la courbe A(k) a la même allure que précédemment sauf 
si « = 0. Dans ce cas, A ,k) = k+6, A, (k) = 0, D ={kEIR : k >-g},A(k) = k+8. 


Comme précédemment, A(k) atteint son minimum dans D pour l'unique valeur 


1 
4 
£ 
2 
= 
4 
E- 
E 
2 
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Cas général 


Soit P(x) un polynôme de degré n, à coefficients réels, dont le coefficient 


du terme de plus haut degré est > 0. On le prendra égal à 1. On suppose que 


ce polynôme vérifie les conditions C; et c, c'est à dire, rappelons-le, qu'il 


admet une seule racine > 0, que cette racine est simple, et que toutes ses autres 
racines ont une partie réelle < 0. 


On notera a, l'unique racine positive et Un Mo es les autres racines, 


réelles ou complexes, distinctes ou confondues. Notons S; les fonctions symétriques 


des racines de P(x), c'est à dire : 


C1 = > a o, = 2 CA % en D = AS) + 


E 


On sait qu'alors P(x) s'écrit : 


P(x) = x7 - “7 is + + (-D'ox +. + (10 


Explicitons la méthode et précisons les nombres A; intervenant aux différentes 


étapes. On supposera dans ce qui suit 


x>0, k >0 et k, > (-1)'o; Gi = 4,25..n<t) 


On a alors : 
1ère étape : x! - 2 Ms > k x? = x > k, +0, 
k, - o 
2ème étape : 7 ls + SEX #3 k,x <> x > —2 2 
k; 
i+i 
: : AR Et, sd 
è étape : k. ii (-1) ox <> x > 
i-1 i k;_; 
(until 
ee étape : k_ ,x + (-1)"o >°0 Dx> — 71 
pe: Ki n k_! 
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On pose : 
k,- 0, k, + (-1) T0; (C1%le 
A,,=k,+ g À, = LA Ts Sais SP de 
1 1 “+ 2 k, , i i-1 n k 
Notons : 


A n-i i ; 
D k = (kiks.k  1)€ R :k >0et k; > (-1) Sn i= 1,2; mnt). 


Soit A(k) = Max {A,,A A}. Il est clair que, pour tout k de D, on a : 


2? be | 


Vx > A(k) , P(x) > 0. 


De plus, «, étant une racine positive de P(x),-on a, pour tout k de D, 


A(k) > o 1” 


Nous allons démontrer qu'il existe k = k; k,; ss k _1) € D tel 


que A(k ) soit le plus petit possible, c'est à dire tel que AÛk ) = a. Il suffit 





pour cela de démontrer qu'il existe k € D tel que : 
A, )= A,(k ) =... = A &K)=a, (1) 
Notons a la fonction symétrique 9; dans laquelle ne figure aucun terme 
contenant a, (i = 1,2,...,n-1). On a : 


N "= Æ ' = ES EEE 
1 7 D = Sp Oise = 0; CCE (i = 2,3,..,n) 


On vérifie de proche en proche, en écrivant successivement 


A ,(k) = » A, (k) = Gr A, _{(k) = a; 
que le seul élément k possible vérifiant (1) est tel que 


k, = (-1)'o! (i = 1: 2,6, ht} 





EE 


ZE. hd. ee M 5 À us À Ltd mile du RSS 


- 255 - 


Cet élément k vérifie aussi la dernière équation de (1) A _(k) = a. 


Lare de se 
n ÉTÉ o! “ SES ee. © 1 


Il nous reste à vérifier que cet élément k appartient à D, c'est à 
dire que, pour tout i = 1, 2, …, n-1, 


(1) & > 0 (2) 


C1) ot > (D! 0; (3) 


uisque . = 6! + ! 3) s'écrit 
puisq 0 ae À y Ji-1 ? (3) s'é 


On peut d'abord remarquer que (3) se déduit simplement de (2). En effet, 
0 > (-1) 0! 
ce qui est vrai puisque (Ha, > O (d'après (2)) et que ay > 0. 


Démonstration de (2) 


Il s'agit en fait de démontrer la propriété suivante 


Soit Q(x]) un polynôme de degré m à coefficients réels dont Les racines 
B, vérifient La condition Re B, < 0. Alors, 4i on pose 


A 
%, = es, » 42 = 2 8, Bjr -.., 4 


Oh a, pour {out À = 1, 2, 


m ” Br Pz +. B » 


Remarquons d'abord que, si on écrit Q(x) sous la forme 
Q(x) = x ; b,, xm-1 


à i 
ca +. + b,x + b , on sait que (-1) s; = b 


m-i 
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Il s'agit donc de démontrer que Q(x) a tous ses coefficients > 0. Ceci se 


vérifie aisément. En effet, si on note By 8j B B A 8 les racines 


P 
complexes de Q(x) et B2p+1° Rp+2° …, 8, les racines réelles, Q{x) peut 


)...(x-8  Ë 


s'écrire Q(x) = (É-(2Re3, x+[8 || 2) 7 GÉ-(ReS )xe 8 17-81 


Or, par hypothèse, Re B; < 0 ; Q(x) apparaît donc comme un produit de polynô- 


s 


mes du premier ou du second degré à coefficients > 0 : Q(x) a donc tous ses 


coefficients > 0. 


Application à la résolution d'équations 


On vient de voir qu'il existe un élément k = Rikosek 1) de D tel que 
A(Kk) = Max {A,, és A} soit le plus petit possible, c'est à dire égal à la 
racine positive œ,- Comme nous l'avons signalé, ceci montre l'intérêt théorique 
de la méthode. Dans ce qui précède, le (n-1)-uplet . Rik,s.,k 1) qui nous 
a permis d'obtenir A(k) = a, a été défini en résolvant les équations A;(k) = @, 
donc à partir de œj- On ne peut donc pas, à priori, considérer cette méthode 


comme un moyen de calculer pratiquement a. Ceci n'est d'ailleurs pas notre 


préoccupation. On va cependant voir comment ce qui a été vu précédemment 


peut donner lieu à une approche différente pour calculer la racine «j- 


On va en effet démontrer le théorème suivant : 


- 257 - 


Théorème 


[ Soit P(x) = 4 + dE +... + a,x + a, un polynôme à coefficients 


| néels, ayant une seule racine positive QPE 4imple, et dont toutes Les 


autres racines a vérifient La condition "Re a, < 0"; 


Gr > “ net : 7 : | 
Soit D -{r "pk le RU 5 R 90 the, s fést,2,...ntif 


ALORS : 


@ Le système 











(S) : k,-a = R?7n-2 = R3@n-s = £ Ra-r = To 
1 n-1 k È k “75 k 
1 2 n-2 n-1 
admet une solution unique k° - (k, ks, ; Re 4) dans D et oh a 
_- (4 3 
ay "kg = 4; 
She PET EE Has, 7% 
A,[k) = k,-a,_;; A, lk) = TE 7 ES A,-7lR) Sir * ; A, [k) Dr 
n-2 n-1 
et A(k) = Max {A,(kI}, alons à, = min Alk) (=A(k°)) 
L=l: 2h RED 
Démonstration 


Remarquons d'abord que la seconde partie de la conclusion se déduit 


aisément de la première. En effet, il est clair que, d'après l'étude faite précédem- 
ment (où on avait posé a; = (-1)'5;), 

VkEeD , A(k) >a 
On doit en effet avoir, pour tout k de D, P(x) > O0 pour x > A(k). Or si @ 


est supposé vrai, ACL S: à a, (immédiat), et on a donc bien 


&, = min A(k) = A(k°). 
” €D 
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Démontrons @ 


Pour chaque racine ne de P(x) définissons c* de la manière suivante : 


en ; x K K _ K . 
PRE ei d = O2 RO. 19 =0;-%R0 ; 1 Pour i= PE ARE ; À 
(Ÿ est égal à o: privé des termes contenant ag j avec cette notation les ‘; 


définis précédemment sont égaux Ÿo; ) 


On peut vérifier simplement, comme dans le cas vu précédemment où K=1 
(de proche en proche), que, pour chaque K = 1,2, …, n, le (n-1)-uplet 
k = k, k,, ss k__41) tel que k; = (CD'e* est solution de (S). On a vu aussi 


que le (n-1)-uplet correspondant à K = 1, c'est à dire défini par k: = (-1)'0! F 
appartient à D. On va voir que, pour K > 2, aucun n'appañtient à D.. 


IT suffit en éffet de vérifier que, pour ces valeurs de K, on n'a pas | > 0‘: 


3 L. 


n-1 K  ,;.,,n-1 
ki = CD opus A qu ac jpg + Un 


Sie! , n'est pas réel, k _! n'est pas réel (immédiat d'après les hypothèses faites 


sur les a) 


Si’ ,est réel, alors k est < 0. En effet, il y a dans le produit 


Apr ER 1 Kg + Cp d'une part des racines complexes deux 
à deux conjuguées, en nombre pair (2p), une racine > 0 (a), et 


enfin des racines réelles < 0 en nombre égal à n-2-2p ; on voit 


alors que, quelle que soit la parité de n, LE est < 0. 


1 
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On va établir ci-dessous que, si k = (k,, sées k _1) est solution de (S) 


alors k; est nécessairement racine d'un polynôme de degré n ; il ne peut donc 
prendre que n valeurs. De plus, pour chaque solution k de (S), la ‘donnée de la 
première coordonnée k, de k détermine de manière unique les autres (immédiat). 


On aura ainsi prouvé que les seules solutions k de (S) sont telles que 
= (- 1)! se par suite, le système (S) a donc une seule solution k° dans D : 


celle nat à K = 1 ; et on a bien, pour cette solution, a = kŸ-a _j- 


@ sera démontré; 


Vérifions que, si k,; k,, se k _1) est solution de (S), alors k, est racine 


d'un polynôme de degré n. On déduit aisément de (S) les équations suivantes : 


k;-a,_,)k, = k,-a 
&,-a,_,)k, = (k-a _3)k 
k_222)k 2 = 1-21) 3 
Kia); FC 


(1) k_ 


D'autre part, pour i = 2, 3, …, n-1, on a, en multipliant membre à membre 
les (i-1) premières équations : 


(2) k- a, =k; {(ki-a ,) 


On déduit alors de (2), par récurrence, que chaque k; s'exprime sous la 


forme d'un polynôme de degré i en k,, en particulier k,_,. Par suite, d'après (1), 


k; est racine d'un polynôme de degré n. 
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Quelques commentaires 


On vient de voir que a, peut s'obtenir en déterminant l'unique solution 


dans D du système (S). On peut même remarquer, d'après la démonstration pré- 
cédente, qu'il suffit de déterminer l'unique solution k - (CES k _1) de (S) 


" 


telle que les k; soient > 0, sans se préoccuper de la condition "k: Z 


Cette étude peut être intéressante, en théorie, car elle permet d'envisager 


une autre approche pour le calcul de a Mais il est clair que, sur le plan 


pratique, la résolution de (S) n'est pas plus simple que la résolution de l'équation 


initiale. 


Dans le cas d'un polynôme à coefficients réels ayant une racine réelle 
simple strictement supérieure à la partie réelle de toutes les autres, on peut 
aisément se ramener au cas précédent par un changement de variable de la 


forme X = x+a, à condition d'avoir isolé au préalable les racines. 


Que devient le théorème précédent si on supprime l'hypothèse "Re a; < 0 
pour i #1" ou l'hypothèse "a, racine simple". 
Considérons un polynôme P(x) du second degré ayant deux racines 


positives à et B. P(x) s'écrit : 


P(x) = x? - (a+B)x + aB 


On a : Ajk)=k+a +8; A,(k) = RÉ ; D-lxe R:k>0} 


Il est immédiat de vérifier que le système (S) :. A, (k) = A,(k) n'a aucune 


solution dans D et que le minimum dans D de la fonction 
AG) = Max ÉA;(K), A0} est égal à u+8. 
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Le théorème n'est donc pas vrai en générat sans l'hypothèse 


"Re a; <O pour i £1" 


Il en est de même si l'on supprime l'hypothèse “"« 1 racine simple". 


il suffit, pour s'en assurer, de faire « = 8 dans le contre exemple précédent. 
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CHAPITRE 8 


UN EXEMPLE DE PRESENTATION 
SYNTHETIQUE DES LIMITES 


A PARTIR DES “Ÿ-ENSEMBLES DE PARTIES 
LR * See, | 


A RS 
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AVANT PROPOS 


Dans ce chapitre, nous proposons une présentation synthétique des limites 
dans le cadre des espaces vectoriels normés. Nous reproduisons ici le contenu intégral 
d'un fascicule publié en 1976 à l'I.R.E.M. de Toulouse, "Notion de limite", dont j'avais 
exposé l'essentiel lors des journées d'Analyse organisées par l'Inspection Générale de 
Mathématiques les 5 et 6 Novembre 1975 à Paris. A cette époque, il était même 


question d'introduire ce type de présentation au lycée. 


Cette préface sera consacrée à certains commentaires pédagogiques 
concernant une telle présentation. Ces commentaires précisons-le, ne s'appuient sur 
aucune expérimentation précise. Ils reposent essentiellement sur mon expérience 
personnelle d'enseignant, et sur les nombreuses discussions que j'ai eues, à ce jujet, 
dans divers stages I.R.E.M. Il convient, au préalable, de commencer par indiquer quelques 
points fondamentaux d'une telle présentation. 


Un Ê ensemble de parties, sur un ensemble E, est un ensemble non vide 
de parties non vides de E, stable par intersection finie. Cette notion, plus simple que 
la notion de base de filtre, permet de retrouver toutes les limites. A cette époque, je 
m'intéressais, comme beaucoup de collègues, au problème de la limite d'une fonction 
composée. 

C'est essentiellement pour cette raison que j'ai jugé utile d'introduire une notion très 
générale et bien adaptée à ce problème : sr L's 
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Si $ est une application* d'un ensemble E muni d'un <Æ- 
ensemble de parties % dans un ensemble E' muni d'un £- 
ensemble de parties °°, on pose, par définition 


dé. 
BL >  Vrx'ef, 1kEeL : IX) € x! 


Dans un tel contexte, tous les théorèmes concernant la limite d'une fonc- 


tion composée se déduisent de la propriété suivante : 


| SL et L'oZ" —4S(s06)L" 


("étant un £-ensemble de parties sur un ensemble E" et  g une application 
de E' dans E") 


Dans le cas où E' est un espace vectoriel normé, toutes les limites 
usuelles s'obtiennent alors en prenant pour &', dans tous les cas, l'ensemble des 
boules centrées au point limite, et, pour Z, un £-ensembe de parties spécifique: à 


chaque type de limite. Ainsi, par exemple, la limite d'une suite s'obtient en prenant 


B - £[A new} où A - {peN:p>n} : 


Une telle présentation est très différente, bien sûr, de la présentation 
que nous avons proposée, dans le chapitre 1, à partir des suites monotones ! Et on 
pourrait être tenté de dire que, pédagogiquement, la première est nettement préférable. 
Il semble clair, en effet, que, pour une initiation à la notion de limite, la présentation 
avec les {À -ensembles est bien trop abstraite, même si on se plaçait uniquement dans 
le cas où les espaces vectoriels normés sont tous égaux à [R . De plus, avec une telle 
présentation, il y a un fossé énorme entre le langage courant sur les limites et la notion 


mathématique. 


* On donne en réalité ici la définitio®æ dans le cas particulier où f est une 
application, c'est à dire une fonction définie sur tout E 
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Cependant, à l'Université, si on s'adresse à des étudiants de mathématiques 
ayant déjà étudié la notion de limite dans IR" , une telle présentation, utilisée conve- 


nablement peut présenter certains avantages : 


1. Elle permet de donner un exemple de présentation synthétique. Mais il 
convient alors de mettre l'accent sur ce point : on pourrait commencer, en cours, par 
faire un inventaire de toutes les limites connues dans IR° . On pourrait ensuite deman- 
der aux étudiants d'essayer de trouver une formalisation commune à tous les cas déjà 
étudiés, et adaptable au cadre des espaces vectoriels normés (Ils pourraient d'ailleurs 
en imaginer d'autres). Ainsi, l'accent serait mis, non pas sur la définition des limites 
dans les espaces vectoriels normés, mais sur la construction d'une théorie permettant 
d'unifier des situations différentes. Ce genre d'activités peut être très formateur. Il 
permet, d'une part, aux étudiants d'avoir une vue d'ensemble sur un domaine des mathé- 
matiques étudié antérieurement pendant plusieurs années. D'autre part, il permet aux 
étudiants de voir comment la théorie des ensembles peut être utilisée pour unifier des 


situations différentes. 


. . ! a ee * 
2. La formalisation “Z f L * peut être utilisée aussi pour analyser 
certaines méthodes de démonstration utilisées dans ce type de problèmes. En effet, sous 


la forme générale et concise. 
Vx'eZ', 1xeg : fxX)e x 


On voit clairement à quel type de problème on a affaire sur le plan démonstratif : le 
groupement " W, 4" apparait fort bien, sans données "parasites" (la relation d'ordre 
dans JR, par exemple). On peut alors en profiter pour avoir avec les étudiants une 
réflexion sur la manière de poser le problème dans une situation de ce type. On a vu, 
dans la partie consacrée aux quantificateurs, qu'une telle réflexion n'est pas du tout 


superflue. 


. . } . . 
3. La formalisation "ZfÆ" peut permettre aussi de faire la remarque 


générale suivante : 
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Si un X ‘e .=; vérifie f (X) € X', il en est de même pour tout X, de 


inclus dans X . 

En vérifiant que, dans tous les cas de limites, les £ -ensembles sont 
tels que tout élément de S contient strictement un autre élément de S , on en 
déduit que, dans les problèmes de limites, il y a toujours, pour chaque X' , une 
infinité de X tels que f (X) € X'. 


En définitive, pour des étudiants de licence de Mathématiques, par exemple, 


une telle présentation peut être avantageuse, surtout pour ceux d'entre eux qui se 


destinent au métier d'enseignant. 


Notons qu'une telle notion "Sf &”/" ne fait appel qu'à des outils d'un 
niveau de lycée. Mais, si on devait la présenter à un tel niveau, il conviendrait de ne 
pas la rattacher aux limites. En effet, en tant que telle, la notion "S&fZ'", dans le 
cadre général d'ensembles EE et E’ quelconques, ne me semble pas plus difficile 
ou plus abstraite que d'autres notions introduites au lycée. C'est lorsque l'on veut 


CS 


introduire les limites à partir de cette notion que les difficultés risquent vraiment 


+ 


d'apparaître, et que la notion de limite perd tout son sens intuitif. Indiquons, à titre 
d'exemple, quelques propriétés faciles à établir, qui montrent comment cette notion 
" GfLZ'" pourrait donner lieu à des activités sur la théorie des ensembles ou sur 


l'utilisation des quantificateurs : 


On peut faire vérifier aisément que, sur un ensemble E fini, tous les 
éléments d'un © -ensemble de parties & sont des sur-ensembles de l'un d'entre 


eux, X (l'intersection de tous). 


Dans le cas où E et E' sont finis, la propriété "GSf’" est 
équivalente à la propriété suivante, ne contenant plus de quantificateurs : 
f(X)€E X!, (X, désignant l'intersection de tous les éléments de Z') . 


Ceci serait vrai aussi, dans le cas où Æ et ÆE’ ne sont pas 
nécessairement finis, si l'intersection de tous les éléments de S est un élément de 
SG ,et s'il en est de même pour S’. Remarquons que, dans les espaces vectoriels 
normés, il n'en est jamais ainsi dans les problèmes de limites : chaque £ -ensemble 
qui intervient est tel que l'intersection de tous ses éléments n'est pas un élément du 


£ -ensemble. 
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On pourra se rendre compte, dans l'introduction ci-dessous, écrite en 1976, 
que je mettais l'accent sur des avantages de nature différente : par exemple, la possi- 


bilité de démontrer une seule fois, dans la situation générale, tous les théorèmes sur 





les limites, puis d'en déduire les théorèmes usuels, dans chaque cas particulier de limite. 
En quelque sorte l'enseignant pouvait ainsi gagner du temps en faisant son cours. Ce Ê 
genre d'argument est révélateur d'un certain type d'enseignement, très imprégné, à cette 
époque, par les Mathématiques Modernes. 
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INTRODUCTION 


e La notion de limite est fondamentale en analyse. On la rencontre dès 
le secondaire pour des fonctions de variable réelle à valeurs dans ' pour 
des suites numériques, pour l'intégrale de Riemann, puis dans l'enseignement 
supérieur pour des fonctions de R° dans RP et plus généralement pour des 
fonctions à valeurs dans un espace vectoriel normé ou un espace topologique 
quelconque. On se rend bien compte lors de l'étude des différentes limites 


(limite d'une suite, limite quand x tend vers +w, limite quand x tend vers a, 


limite à droite, à gauche, etc...) qu'il existe entre elles une grande analogie. 


e En fait, il y a bien plus qu'une simple analogie entre les différents 
types de limites : en réalité toute limite usuelle est un cas particulier 


de limite d'une fonction suivant une base de filtre. Dans l'exposé qui va 
suivre, il ne sera pas question de base de filtre mais de f-ensemble de parties, 
un ÎÊ-ensemble de parties sur un ensemble E étant un ensemble non vide de parties 


non vides de E, stable par intersection finie. C'est une notion plus simple que 


celle de base de filtre et qui permet néanmoins de retrouver toutes les limites 


obtenues à partir des bases de filtres (Voir appendice 1 ) 


e D'autre part dans les présentations usuelles de la notion de limite d'une 
fonction suivant une base de filtre, on a affaire à une fonction f définie 


sur en ensemble E muni d'une base de filtre et qui prend ses valeurs dans 


un espace topologique;on fait intervenir alors dans l'espace d'arrivée une 


base de filtre particulière, à savoir une base du filtre des voisinages 


d'un point. Nous avons cru bon d'introduire la notion plus générale 


encore : D f Le notion dans laquelle les ensembles de départ et 
d'arrivée de la fonction f sont tous deux munis d'un Ê-ensemble de parties ; et 
c'est dans ce cadre général qu'une propriété de transitivité sera établie. Ceci 


nous permettra de mieux aborder le problème de la limite d'une fonction composée. 
- : ; 2ç: mé = 

Signalons que cette notion "& £ L " sera définie dans le cas général où £f est 

une fonction (pas nécessairement une application) et que, en incluant dans la 


définition de cette notion une condition simple sur l'ensemble de définition de f, 


on évitera tout problème de sous-espace. 


; & ss ; ; 
e La notion très générale "B £ A " permet de retrouver comme cas parti- 
culiers toutes les limites dans les espaces topologiques quelconques (Voir 
Appendice 1). Néanmoins, nous avons cru bon de nous restreindre au cas à la 


fois général et simple des espaces vectoriels normés (de dimension finie ou 


non). 


+ © ST TT ER DORE, ES Q 2 
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e Le fait de faire apparaître toutes les limites usuelles comme cas parti- 
culiers d'une même notion est intéressant d'abord sur un plan purement ‘esthétique, 
mais aussi sur un plan pratique ; et nous avons insisté sur ce second point en 
démontrant les résultats usuels concernant les limites dans le cadre général de 
fonctions à valeurs dans un espace vectoriel normé (dans R lorsqu'il s'agira 
d'inégalités) et définies sur un ensemble E muni d'un f-ensemble de parties. 

Ainsi par exemple, lorsqu'on aura établi que l'intégrale de Riemann d'une fonc- 
tion numérique f définie sur un intervalle [a,b] est la limite d'une fonction 
numérique F suivant un Ê-ensemble de parties (aspect ‘''esthétique") une application 
immédiate de théorèmes généraux sur les limites nous fournira la linéarité et 


la croissance de l'intégrale (aspect pratique). 


e Enfin il convient de signaler que dans l'exposé qui va suivre, on ne suppose 
connues que les propriétés tout-à-fait élémentaires de la théorie des ensembles, 
des corps R des réels et C des complexes, et des espaces vectoriels. Néanmoins 
cet exposé n'a pas été rédigé pour des élèves du secondaire, il s'adresse plutôt 
à des enseignants de mathématiques ou à des étudiants en mathématiques. On pourrait 
envisager une telle approche de la notion de limite dès le secondaire, à condition 
bien sûr de s'appuyer sur beaucoup d'exemples simples. Nous pensons en tout cas 
qu'une telle présentation de la notion de limite serait souhaitable en classe de 
Mathématiques supérieures et mathématiques spéciales et, à l'Université, dès 


la première année. 








1. ESPACE VECTORIEL NORMÉ SUR R OU C -- 





*, 


Dans tout ce qui suit, K désignerä-R ou C. 
\ 


1.1. Définitions 


Etant donné un espace vectoriel E sur K, on appelle norme sur E 
toute application de E dans R; (ensemble des réels positifs ou nuls) telle 
que, en notant ||x|| l'image d'un élément quelconque x de E par cette appli- 


cation, l'on ait : 


(N,) V x CE, [|xl| = 0 <> x = 0 
MDVY GAME KXE, [lax|| = [A] [fx] 
MY GHÉEXE, [|x+y|| &[Ixl| + [y] 


(JA| dans (N,) désignant la valeur absolue de À si K = R, son module si K= C). 





Tout espace vectoriel sur K muni d'une norme est appelé espace vectoriel 


normé sur K. On dira simplement ‘'espace vectoriel normé" et on écrira "e.v.n." 


Ainsi, par exemple, l'application x + x | de K dans R, est une norme 


sur K. On supposera toujours que K est muni de cette norme lä. 


Si E est un espace vectoriel réduit à {0}, la seule norme possible 


sur E est définie par ||[0|| = O (d'après N))- 


On _ supposera toujours par la suite que les e.v.n. ne sont pas réduits 





Si a est un élément d'un e.v.n. E et si r est un nombre réel stricte- 
ment positif on appelle boule ouverte de centre a et de rayon r l'ensemble noté 
B(a,r) des éléments x de E tels que Ix-a]| < r, et boule ouverte pointée de 
centre a et de rayon r la boule ouverte B(a,r) privée de son centre. On la note 


B(a,r). On a donc : 


{x €E : ||x-a|| SE à B(a,r) = {x E : 0 < ||x-a|| < r} 





Si 


[e> 
Il 


Ron a: B(a,r) = Ja-r , atr[ , B(a,r) = |Ja-r , a+r[ — {a} 


Si E 


C on obtient respectivement le disque ouvert de centre a et 


ce même disque privé de son centre. 


Remarque : 
Dans tout e.v.n. E, toutes les B(a,r) sont non vides. En effet, soit 
b un élément non nul de E. Si a = O, cherchons un Ab tel que : 
O < [[Ab|| < r. 11 suffit de choisir \,€ K tel que : 
O0 < la, | re 
[Ib|| 
et si a # O, on vérifie immédiatement que a + À bp € B(a,r). 
À fortiori, toutes les B(a,r) sont non vides. 


On utilisera cette remarque pour vérifier la condition (1) dans RE et 


2.2. GB}: 
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1.2, Propriétés 
Soit E un e.v.n. Or a : 
QG) VxeE, [|-x|| = [[x|| 


@) Vayerxe, {|||x|| - [|yl|| < |Ix-yl| 





(3) Si x et y sont deux éléments distincts de E, alors il existe deux boules, 


l'une centrée en x et l'autre en y, qui sont disjointes. 


Démonstration. 
(1) Il suffit de faire À = -1 dans (N,) 
(2) On peut écrire : x = (x-y) + y d'où, d'après (N,) , On à : 
[xl < [est + Fyil d'où [kil - Ty < Tell 
On obtient de même, en intervertissant x et y : ||y|| - ||x|| < ||y-x| | 


d'où le résultat (d'après (1)) 


(3) Si x # y alors, d'après (N,); ||x-y| | est strictement positif. 
Soit r = fx] Alors B(X,% et B(y;5) sont disjointes car sinon elles 


auraient en commun un élément z qui vérifierait les inégalités.: 


||z-x|| < S et, ||z-y|| < : d'où d'après (N,) on aurait : 
||x-y| | < _. Ce qui est absurde. 


1.3. Produit d'un nombre fini d'e.v.n. 


Soient Ej, En ee E n e.v.n. sur le même corps K. 


Notons || [1 la norme dans E,. On suppose que le produit E = E, x E, X ...XE , 
n 
est muni de sa structure d'espace vectoriel usuelle. Soit alors l'application de E 


dans R+ définie par : 





On vérifie aisément que cette application est une norme sur E. 


Par la suite tout produit fini d'e.v.n. sera toujours supposé muni de cette 


“. Se on n 
norme là. Il en sera ainsi, par exemple, E désignant un e.v.n. quelconque, de E 
me 


(donc en particulier de R° et c°) et de KXxXE. 


Remarque : Signalons l'équivalence suivante, immédiate à établir et 


fort utile. 


V > fus x ) € E RE sus x )|l < r<— Vi=1,2,...,n, [xi |; $ 





V - > oO 


2. LIMITE D'UNE FONCTION D'UN ENSEMBLE E! dans un e.v.n. E' suivant un £-ensemble 





de parties de E. 


Préliminaires 


Dans tout ce qui suit nous distinguerons les notions de fonction 
et d'application, une application f d'un ensemble E dans un ensemble E' étant 
une fonction de E dans E' dont l'ensemble de définition D(f) est égal à E. 


Si f est une fonction de E dans E', alors, pour toute partie X de E, on pose : 
£(X) = {f(x) : xe x AD(£f)} 
Enfin si f est une fonction de E dans E' et si g est une fonction de E' 


dans E'"', la composée g o €, définie de manière usuelle, est une fonction de E 


dans E" dont l'ensemble de définition D(g o f) est tel que : 


D(g o f) = {x ED(£) : f(x) & D(g)} 





S 214 2 


2.1. Définition d'un {-ensemble de parties 
Etant donné un ensemble E, on appelle Ê-ensemble de parties de E 


tout ensemble non vide de parties de E tel que : 






(,) Tous les éléments de $ sont non vides. 





(R,) est stable par intersection, c'est-à-dire que l'intersection 





de deux éléments quelconques de & ist encore un élément de, & 





est un élément de: 





On déduit de (,) que toute intersection finie d'éléments de 
La terminologie ‘'f-ensemble de parties'' a été adoptée car ce sont des 


ensembles de parties qui interviennent dans la définition des linites. 


2.2. — Exemples fondamentaux de Ê-ensembles de parties 


() Si E=N Soit, pour tout neN, S l'ensemble des éléments de N 
supérieurs à n ; l'ensemble de tous les s, est un {-ensemble de parties sur N 


(vérification immédiate). Nous le noterons @. On a donc : 


Se = {n+1 , n+t2, ...} et 





@ Si E est un e.v.n., on note, pour tout a€eE, B(a) l'ensemble de 


toutes les boules ouvertes de centre a et de rayon r-> O. 


Bla = {B(a,r) : r > 0} 
On vérifie très aisément que Ga) est un Ê-ensemble de parties. 


©) On définit, de manière analogue, dans un e.v.n. E le Ÿ-ensemble 


de parties suivant 


B (a) - {(B(a,r) : r > 0} 


(@) Dans R , en plus des €-ensembles de parties (©) et @ définies 
dans tout e.v.n., on peut utiliser la relation d'ordre total de R pour en définir 


d'autres. Ainsi par exemple : 





r > 0} , Ba) = {]a-r,a] : 
r > 0} 5 B(a_) = {]a-r,al 
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Remarque : Soit E un e.v.n., À un sous-ensemble de FE et a un élément de E 


tel que : Vr >0, B(a,r) A A # O. On pose 


B, (a) = {B(Ca,r) nNA:Tr > 0} et GB, (2) = {B(a,r) NA:r> 0} 


On définit ainsi deux {-ensembles de parties et on vérifie très simplement 
L e + 
que B{a), B(2,),6(a_) (resp (Ba) (a,), (B(a_) s'obtiennent comme cas particuliers 


de PB, (a) (resp. É, (2) en prenant A=E, A= [a,#o[ , A = ]-,a] 


2.3. Notation fondamentale "$ f L'" 


Soit deux ensembles E et E', # un {-ensemble de parties sur E, 
%' un Ê-ensemble de parties sur E', f une fonction de E dans E' et D(f) l'ensemble 
de définition de f. On définit la notation " f %/'" de la manière suivante : 


& : 
is @ 1x € X, © D(£) 


"4 ie" > et 
Q Vrx'eL ,1xeé :r@ex 





Remarques : a) Si D(f) = E, c'est-à-dire si f est une application, 


la condition (©) est toujours vérifiée, puisque Z 


est non vide par définition. On a alors : 


"LL" Vx'e # , 3xe$ : 10e x 


b) La condition O implique la condition @) suivante : 


O Vre$, xnnw) #0. 


En effet on a : X ND(£f) > xX nx, , et X nx, est non vide car c'est 


un élément de @ . D'ailleurs si la condition O n'était pas vraie, la condition Q 


serait toujours vraie (il suffirait de prendre un X disjoint de D(f)) 


c) On vérifie aisément que si deux fonctions f et g de E 


… ° … pa À . ’ 
dans E' coincident sur un même élément x, de NA , alors l'assertion "PEL "est 


A ° e A , . 
vraie si et seulement si l'assertion "Ÿ g d'est vraie. 


En d'autres termes, en ce qui concerne la vérité ou la non vérité 
. L , . es 4 — 
de l'assertion "Sf ", il suffit de connaître f sur un élément X,_de D : 


4 
CA 





A RÉ ne ty en, dont mm ah ame Ÿ 


SO D 





ES RS à RSR ER ee M SP 
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Propriété de transitivité 
Soit E" un troisième ensemble muni d'un f-ensemble de parties $'" et soit 


g une fonction de E' dans E". On a alors la propriété fondamentale de transitivité 


suivante 


CE) | Ki et nt sa L" " —> (re 





En effet supposons que l'on ait : "®f L’" et "P'g L’". Soit XS 


un élément de Ÿ' tel que : X,S D(g) et soit X, un élément de Z tel que 


un élément de £ tel que : £(X,) € X! . Alors on a 


X, © D(f). Soit alors X 0 


1 
X, n x, € D(g o f) et on sait que X, n X, est un élément de S. D'où la première 


partie de la conclusion. 


D'autre part, soit X" eZ". On a : 


(Ax'e£ : g(X')ex") et (1xeL : 1H ex") 


d'où : (g o f)(X) € X" , ce qui démontre la seconde partie de la conclusion. 


2.4, — Limite d'une fonction suivant un -ensemble de parties. 
SIMS Er PRE OR RE NORE NP en eee PEER Re, PETLRES: 


Soit f une fonction de E dans E', E étant muni d'un £-ensemble de 


parties Z et E' étant un e.v.n. , et soit a'& E'. 


On dit que a' est limite de f suivant SZ, ce que l'on note 
q 


a'= limf sil'ona: "S$+f B (2)". On a donc : 
LA 





On voit donc, en explicitant "$ f BP (a')'"" que l'on a : 


a' = lim f <= O D(f) contient au moins un X,€ æ 
@ Vr>o ke : Vre x An(f), [|f(-a'|| <r 


Propriété : | f admet une limite suivant À + 1 x; « Æ : £ bornée sur X, | 


En effet, avec les notations ci-dessus, on a : Yx € X, A X, 


[IEGIT < F£GD - a'[f + [h£GNDIT < x + [EG 


D'où f est bornée sur l'élément X n X de L . 
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Exemple : Si f est une fonction constante : x #x, de E dans E', alors 


X6 = lim £f (immédiat) et cela quel que soit le -ensemble de 
2 


parties #5 vérifiant (OË 


Théorème (Unicité de la limite) 


£ admet au plus une limite a' suivant 4 


En effet sinon il existerait une autre limite a" de f suivant $# (a" # a'). 





Soient alors B(a',r') et B(a'',r'') deux boules disjointes (elles 
existent d'après la propriété (3 ) de 1.2.). a' et a" étant limites de f suivant .Ÿ 


il existeräit deux éléments x, et X, de CA tels que : £(X,) € B(a',r') et 


£CX,) € B(a'",r'"'). L'image par f de la partie non vide X, A X, AD(f) devrait être 





contenue à la fois dans B(a',r') et dans B(a'',r'""), ce qui est impossible. 


: 4 
Remarque : Les remarques a), b), c) de 2.3. concernant la notion "LEE" 
sont applicables ici. Ainsi, par exemple, d'après la remarque c), 
pour étudier la limite éventuelle d'une fonction f suivant Le: 1l suffit de 


connaître les valeurs de f sur un élément de M. 


2.5. — Limites usuelles 
(©) Limite d'une suite 


Soit une suite dans un e.v.n. E c'est-à-dire une fonction x de N 


dans E. On dit qu'un élément a de E est limite de cette suite si l'on a : a = lim x. 


F 


| 


F- rappelons-le, est le f-ensemble de parties sur N défini dans 2.2. 


Si l'on pose x(n) = x, on écrit simplement : a = lim x + On a donc : 









de O les x sont définis à partir d'un certain rang n, 
a=lim x a=lim x > 


O) Vr>o dr, € ù : Vn e N,n > Max(P5n0) —> [x all $ € 
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O] Limite d'une fonction en un point 


Soit f une fonction d'un e.v.n. E dans un e.v.n. E', a un élément 
de E et a' un élément de E'. 


On dit que a' est limite de f en a, ce que l'on note : a' = limf, si l'on a : 


a 
a' = lim f. On peut donc écrire : 


(a) 


(O) D(f) contient une boule ouverte pointée de 


def . 
centre a. 


limf<—> a!" = limf —> 


a a (a) 


Q Vr>930ÿ 0 :Wxén(£),0 < [|x-al| < p — 


[I£G-a"|l < rx 





Remarque : Si a' = limf , f doit donc, d'après @ , être définieau moins 
a 


sur une boule ouverte pointée de centre a. On n'impose donc pas 
à f d'être définie en a, et bien sûr, dans le cas où f(a) existe, cette valeur 
f(a) ne joue aucun rôle en ce qui concerne la vérité ou la non vérité de 


l'assertion : "a' = limf " 


a 


G) Continuité d'une fonction en un point. 


Cette notion se définit comme un cas particulier de la notion 
<< _ La L LU 4 << 4 
précédente. Soit f une fonction dun e.v.n. E dans un e.v.n. E' et soit a un élément 


de E. On pose, par définition : 


def 


£f continue en a <—> f définie en a et f(a) = lim f 
a 





On dit que f est continue si elle est continue en tout point de D(f). 





Si la limite de f en a existe et est égale à un certain élément a' de E', 
f peut très bien ne pas être définie en a. Si c'est le cas et si on veut prolonger 
f en a de manière à obtenir une fonction continue en a, il est nécessaire et 


suffisant de poser : f(a) = a'. 
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On dit que cette nouvelle fonction définie sur D(f) U {a} est le prolongement 
par continuité de f en a. Si f est déjà définie en a et si f(a) # a', alors, bien 


sûr, f n'est pas continue en a. 


+ On peut vérifier simplement la propriété suivante qui montre que la notion 
"£ continue en a" peut se définir par une condition unique de limite de fonction 


suivant un Ê-ensemble de parties. 


Propriété : f continue en a <=—>f(a) = lim f 


(P (2) 


L'autre définition est préférable car on comprend bien mieux la termino- 
logie ‘'continue'" . 


On a donc, en définitive : 


O D(f) contient une boule ouverte de 


L | centre a 
f continue en a <= f(a) = Lim £f <— 


(B (2) Q Vr>0 3>0 : Vxep(£),||x-a|| <p— 
[l£(x)-£(a)|| <r 





(@ Cas où l'ensemble de départ est R : limite à droite, à gauche, en +, en —w, 
continuité à droite, à gauche. 


Soit f une fonction de R dans un e.v.n. E', a un élément de R et a' un 


élément de E'. 


+ On dit que a' est limite à droite (resp. à gauche) de f en a, ce que 
l'on note : a' = lim f (resp. a' = lim f) sion a a'=l]im f (resp. a' = lim #f). 
a a (a,) P (a_) 


+ _ 


+ On dit que a' est limite de f en + (resp. en -«), ce que l'on note : 


lim f (resp. a' = lim f) si on a : a! = Hp f (resp. a' = 7 £) 
+oo —C 


p 
il 


+o 00 


On définit la continuité à droite en a, et la continuité à gauche en a; 
de la manière naturelle suivante : 


| 





mess. à «sous 


tn. | EE 


D RAS, SON TT SL. 
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def 
f continue à droite en a <= f définie en a et f(a) = lim f 
“+ 
def 
f continue à gauche en a <> f définie en a Ci f(a) = lim f 
a 


Nous laissons au lecteur le soin d'expliciter ces six définitions. 


Signalons les propriétés suivantes (immédiates à établir) : 


£f continue à droite en a <= f(a) = lim f 
B(2,) 
£f continue à gauche en a <—> f(a) = lim f 


(2) 


qui montrent que, comme pour la continuité en a, on est ramené à une limite de 


fonction suivant un f-ensemble de parties. 


D'autre part, dans le cas où lim f (resp. lim f) existe et où £f n'est pas 


a 
+ Le 


= 


définie en a, on peut définir le prolongement par continuité à droite (resp. à gauci 


de f en a en posant : f(a) = lim f (resp. f(a) = lim £). 


a, a_ 
Propriétés : 
a' = lim f <= a' = lim f et a' = limf 
a a, | 


£f continue en a <= f continue à droite en a et f continue à gauche en a 


La vérification très simple de cesgropriétés est laissée à titre d'exercice 
Notons que si, en a, f admet une limite à droite et une limite à gauche et si ces 


limites sont distinctes, f n'admet pas de limite en a. 


Exemple : Soit f la fonction caractéristique de R, (ensemble des réels positifs 


ou nuls). On a : 1 = lim f, O = lim f et f n'admet pas de limite en O0. Notons que en 


0, 0. 


un 


f est continue à droite mais non à gauche, donc que f n'est pas continue en O0. 
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Remarques $ 


a) A priori, par définition, dire que f est continue implique que D(f) 
contient, en même temps que l'un quelconque de ses points a, tout un intervalle 
ouvert de centre a. On dira néanmoins, quand l'ensemble de départ de f est R, que f 
est continue si pour certains a de D(f) il n'existe qu'un demi-intervalle ouvert à 
droite (resp. à gauche) de centre a contenu dans D(f) et si, en ce point, f est 


continue à droite (resp. à gauche). 


b) D'après la remarque de 2.2., les notions de limite à droite, limite 
à gauche, continuité à droite, continuité à gauche sont des cas particuliers de 


limites de fonctions suivant un Ê-ensemble de parties de la forme PAt2)- 


Dans le cas général d'une fonction f d'un e.v.n. E dans un e.v.n. E', si À est un 
sous-ensemble de E et si a est un point de E tel que toute B(a,r) rencontre A, 


on dit qu'un élément a' de E' est A-limite de f en a, ce que l'on note : 


a' = A-lim f si l'on a : a' = lim f 


a PA (2) 


2.6. Limite d'une fonction composée 


Soit E un ensemble muni d'un £-ensemble de parties $, E' et E" 
deux e.v.n., a' un élément de E', a" un élément de E", et soit f une fonction de 


E dans E' et g une fonction de E' dans E" 


On peut se demander si, dans le cas où l'on a : a' = lim f et a" = lim gs 
a! 
on peut en déduire que : a" = JF gof ; en général cela n'est pas vrai. En effet, 


par définition on a : 


a' = ni £ vŸ£ fa')" 

a" = li = ! ' my 
ne ÉG') 8 pa") 

a"! = 


# gof <— "Peof pc" 


La propriété fondamentale de transitivité (T) de 2.3. ne nous permet 
donc pas de conclure puisque le second £-ensemble de parties de np £ @(a')" ne 


coïncide pas avec le premier de EG) 8 Pa)". 
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Indiquons d'ailleurs le contre-exemple simple suivant : E = N, E' = E" - R,S- F 


f est la suite numérique définie par : 


O0 si n est pair 


£(n) . si n est impair 


| 
| E (a 
| 


et soit g la fonction de R dans R définie par : 


8 (x) 
| g(O) 
On a : O= lim f£f, 1 = lim g et pourtant la suite gof est telle que 


1 F 
À 

| (g 0 £) (n) 
|: (@of)(n) 
} 


et par conséquent gof n'admet pas de limite. 


1 six €R - {0} 


Il 
N 


(] 
DO 


si n est pair 


Il 
— 


si n est impair 


. À titre d'exercice, indiquons un autre contre-exemple du même type : 


] : 
{ étude de la limite éventuelle en + de h = gof où f(x) = —— (x ER - {0}) 


| 
4 et où g est la fonction caractéristique de R - {O}e 


{ + Cependant le théorème de transitivité (T) nous permet de conclure dans 


| les deux cas particuliers suivants: 


| (O On a "@f ga)" 


(@) On a "p(a') g @(a")" ce qui signifie : g définie sur une boule ouverte 
de centre a' (donc en a') et : Wr > 0 4 > 0: Vx'e D(e£), 


[x'-a'[l < p= [[8G-a"]] < r. 
Or on a : a'€& D(g) et [|a'-a']| = O0 <p d'où l'on a : 
[[g(a')-a"|| < r et ce pour tout r > O. 


Donc g(a') - a" = O0. Ce second cas particulier correspond donc au cas où 


l'on a : "pa') g PeCa'))", c'est-à-dire où g est continue en a'. 


Signalons sous forme de théorème ce second cas particulier important : 
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Théorëême 













Soit E un ensemble muni d'un Ÿ-ensemble de parties , E' et E'" deux 


e.v.n., a' un élément de E', f une fonction de E dans E' et g une fonction 


de E' dans E". Sion a : a'= lim f et si g est continue en a', alors on a : 


AP 


g(a') = lim gof 


En prenant pour Ÿ les divers exemples de £-ensembles de parties on obtient 
plusieurs corollaires de ce théorème. 


mier étant obtenu pour E = N et ÿ - 


Signalons, par exemple, les suivants, le pre- 


F le second pour E e.v.n. et Ÿ - ps). 


Corollaires 
=210-/aires 


(@) Soit (& ) une suite d'éléments d'un e.v.n. E', a' un élément de E' 


. . . 0 Q 
tel que a' = lim X » et soit g une fonction de E dans un e.v.n. E" continue en a'. 


Alors on a : g(a') = lim 8 (x ) 


© Transitivité de la continuité 
<=. rte dé Ja continuite 


Soit E, E', E" trois e.v.n., f une fonction de E dans E' 
de E' dans E'"', et soit 


> & une fonction 
a € E. Si f est continue en a et si 8 est continue en f(a), 
alors gof est continue en a. 


+ Nous allons maintenant montrer à l'aide d'exemples l'intérêt de la notion 


it \, La _ e- . . æ 
CAC A et de la propriété fondamentale de transitivité GT) (C£:: 2:35 pour étudier 


rigoureusement la limite d'une fonction composée. 
_-87reusement 


Exemple 1 : Soit h la fonction numérique d'une variable réelle définie par 


h(x) = SX - Etudions la limite éventuelle de h en O. 


h s'écrit gof avec f(x) = 5x, g(x) = sin x | 
x 
On sait que : £(0) = O = lim f (car f continue en 0) et que : 1 = lim g. 
$ O 


On a done : (0) ECO)" ee "f(o) gp" 


> 298:- 


A priori on ne peut conclure car les Ê-ensembles de parties intermédiaires 
sont distincts. Néanmoins on peut remarquer que l'on a : "B(o) f go)" (car 
f(x) = 0 x = 0), alors la propriété (T) nous donne : "ÉCo) gof ft)" 


c'est-à-dire : 1 = lim h. 
[e] 


Exemple 2 : Soit h la fonction numérique d'une variable réelle définie 
par h(x) = cos (BE), On ah=gof où £(x) = PE et 


g(x) = cos x. 


Etudions la limite éventuelle de h en +® On a : 


“g. f B(O)" et ‘fB(O) 8 BC1)" d'où p. gofg(1)" c'est-à-dire 1 = lim h. 


+co 


Dans ce cas on aurait pu appliquer le théorème précédent, la fonction g étant 
continue en O. 


3. Opérations sur les limites 


3.1. Continuité de la norme et des opérations dans un e.v.n. 


Théorëème Soit E un e.v.n. On a : 










O l'application x + ||x|| de E dans R est continue. 
Q l'application s : (x,y) + x+y de E X E dans E est continue. 


© l'application ?: (À,x) + Àx de K X E dans E est continue. 
Démonstration 


Q Soit x, un élément quelconque de E. Il s'agit de démontrer que : 


Vr>o 40>0: Vrer, [|xxll <p— | [xl - [xl | <r 


Or on a vu (propriété 1.2.(2)) que : | ||x|| - [xl] | [xx |] 


11 suffit donc de prendre P = r. 





N [uslaisisalsd naiss à 41 ant TL LL Ré ne sommes en ent ie de 





Q Soit (x Y0) un élément quelconque de E x E. On veut démontrer que : 
Vr>0 d0>0: Vayerxe, [Ryn-Gr9ll < 0 = [érn-@+7)1| <r. 
Or d'après la définition de la norme dans ExE (cf. 1.3) cela s'écrit : 
Vr >0 J>0: Vx,y)eExE, (lx-x, 11 <pet |fy-v,ll < p) — 


[Gr - Grill <r 


Or : [|Gx+y) - (x, + y,)1l = Hé + GI € Tex kr lle 


11 suffit donc de prendre p = 


OÙ La: 


@ Soit Q5*0) un élément quelconque de K X E. On veut démontrer que : 


Vr>o Zp>0 :V(A,x EKXE, [TQ,x)-C2 x) |] <p = FTAx=A 6x0 11 LE à 
c'est-à-dire, d'après la définition de la norme dans KxE (cf. 1.3.) 


Yr>o Jo>0 : VA, x) € KXE, (AA, | < p et [lx-x || < p) = Flax-xcxo |] <r 


Or : Àx -— À 0 = À (x 6) + (25) X9 


d'où : [fax x ll < DAT Tex ll + DA x Il 


Soit p, un nombre quelconque > O. Si EVA <p, alors [Al < (EPS BA PV < p+ll 


et par suite : FFAx=x x |] < @,+lA D) [x-x, |] + ES [xl] 


Tr 


3 + Pol + IX 


il suffit donc de choisir ÿp = min @; : ï 
(0) 


Cas particulier où E = K 


On obtient, comme cas particulier de O » la continuité de l'application 


x + |x|de K dans R, et comme cas particulier de (©) la continuité de l'application 
P_:_(x,y) + xy de KxK dans K. 


D'autre part, dans le cas où E#K, on peut considérer la fonction 
aix + . de K dans K dont l'ensemble de définition est K* (ensemble des éléments 


non nuls de K). On va voir que q est continue. 
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Théorème : 


la fonction q : x + . de K dans K est continue 





En effet, il s'agit de démontrer que cette fonction q est continue 

: ; pee e à 
en tout point de K°. Soit donc un élément a de K . Nous voulons démontrer que 
l'on a : Ba) q Bla(a))". Tout d'abord K° contient une boule ouverte de centre a. 


Il nous reste donc à démontrer la seconde condition à savoir : 


Vr>0o >0:.Vrxek*, [x-a| < p — L-iU<r. 


On a : a # O donc, d'après 1:21) ; il existe deux boules B(0,p,) et B(a,p,) 


qui sont disjointes. Alors, si |x=a | < P, on a : [x] > P, et par suite 
Et . ete [a] X-a 
X a xa p,la 

I1 suffit de prendre :  p = min (r p,lal k P,) 


3.2. Limite dans un espace produit 





a) Continuité des projections 


Soit E' = E, LE; % buse E, le produit de p e.v.n. E,» E,» der E, 


sur le même corps K et soit, pour i = 1,2, ...,p, PT; l'application de E' dans E; 


définie par : pri ((K)s%)5e5x )) = x;-+ On dit que pr, est la projection de E' dans E 


Propriété : les projections sont continues 


En effet, il s'agit de démontrer que, pour tout a = (a,»a,,-.,a )E E', 


on a: Wr >0 >0:VYx - SSERP TERRE) eE', ||x-al| <p— [xj-a; | < Le 
Or ||x-al| < pe Vi = 1,52,..,p [Ix,-a; || < p. Il suffit donc de prendre Pp = r. 


b)Théorème : 










Soit p e.v.n. E: sur le même corps K, soit E un ensemble muni d'un 


€-ensemble de parties Ÿ et soit, pour tout i = 1,2,...,p, f; une fonction 


de E dans E.. Alors un élément a'=(a ,a,, ..., a ) de E' =E, x E, x ... x E 
1 1° 2 P | 2 P 


est limite de RE psfonne sf) suivant ÿ si et seulement si pour tout 


Le Li, 2. ces De a; est limite de f: suivant L . 
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Démonstration : Rappelons que la fonction £ = > £a es S £) est 
P 
définie en tout point x ef) D(f;) par : f(x) = (£,G@) ; £, (x), EE £, Go). 
i=] 
Supposons que a' = lim f . Les deux fonctions fi et pr,;of coïncident 





Ÿ— 


P 
sur D(f) = À D(£:). 


i=] 


Or il existe un X, € $ contenu dans D(f). Donc £; et pr;0 f coïncident 


sur X . 








O 
Or a; = lim pr; of (d'après la continuité des pr,et le théorème 2.6) 
donc As = lim £; (d'après la remarque c) de 2.3.) 

Supposons maintenant que, pour tout i = 1,2,...,p, a; = vu f; 


Chaque D(£;) contient donc un X; E ? ; par suite D(f) contient l'élément 
P 
NAN X; de ÿ. 
i=] 

Reste à démontrer que : WB(a',r) € pa") 3x e à: £(X) CE B(a',r). 
Fyit donc B(a',r) €ff(a'). On a : B(a',r) = {G,x,52.,x) eE':Vi = 1,2,..,p, 
llx.-a. 11 < x} 

d 


chaque B(a;,r) appartient à (f(a;) ; d'oùpuisque a; = Pa £;, il existe au moins 


un X, Ed tel que REG) : (sas ms 


Soit alors X= x. X, intersection finie d'éléments deŸ, est un 
i = 1 


élément de Ÿ et on vérifie aisément que f(X) € B(a',r). Ceci achève la démonstration 


du théorème. 


. On déduit de ce théorème plusieurs corollaires en prenant pour Des 
différents exemples de -ensembles de parties. Signalons, par exemple, les deux 


suivants ; le premier s'obtient en faisant E = N et g - F le second en prenant 
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pour E un e.v.n. et en faisant Ÿ = BXxo) (avec x, © E). 


Corollaire 1! 
Soit x ) une suite d'éléments d'un produit E' = ExE,x..xE 


d'e.v.n sur le même corps K. Un élément 228,95...) de E' est limite de 


cette suite si et seulement si, pour tout i = 1,2,...,p, a; est limite de la 


suite (pr; (& )). 


Corollaire 2 
Soit f une fonction d'un e.v.n. E dans E, x E, X .. X E » les E; 


étant des e.v.n. sur le même corps K, et soit x € E: Alors f est continue en X) 


si et seulement si, pour tout i = 1,2,.4.,p, pr; © f est continue en X0° 


Remarque : N'oublions pas que ce théorème s'applique bien sûr dans le cas parti- 


culier où E' = KP. 


3.3. Opérations sur les limites 












Théorème Soit f et g deux fonctions d'un ensemble E muni. d'un -ensemble de parties 


Ÿ dans un e.v.n. E', et soit À € K. On suppose que J f et lim g 


existent. Alors on a : 


ER EN 

b) DUTY à (4 

c) J (A£) = À PS 

d) SiE'=K, FA (£g) (ÿ nr: 8) 


e) SiE'=Ket si limf #0 A rs 
RES Han lim £ 
pl 


a) lim |[|f|| 
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Démonstration : 


Notons d'abord que ||£||, f+g, Àf, fg, et . désignent les fonctions 
définies de manière naturelle par : 
[I£11G) = TEE IT, te) G@) = FGD+8G), 2) G@) = AG), (8) ) = FG)8), 


JL = 1 L ° ” 4 
D © EG et que l'on a bien sûr : 





D(IIETD = DGAE) = D(£) à; D(4+8) = D(Fg) = DCE) N D() 3 DD = {x ED(E) :F(x) 40) 


. On pose : a' = lim f et b'= £ 8 
Pour démontrer chacune des cinq propriétés on utilisera le théorème 


de 2.6. sur la limite d'une fonction composée. 


a) Si on note n l'application x + [1x] | de E' dans R, on a (Al = nof. 


Or n est continue (théorème 3.1.) et a' = ri £f par hypothèse d'où le résultat. 


b) Notons (f,g) la fonction de E dans E' xE”’définie par : 
(£,g) (x) = (£(x) ,g(x)) et soit s l'application : (x,y) + x+y de E'xE'dans E'. On a : 
L+g-.s 0 (E;g)e 


Or s est continue (théorème 3.1.) et (a',hb') = Ÿ (£,g) (théorème 3.2.b) 


d'où le résultat. 


c) Notons h la fonction de E dans KxE' définie par h(x)=(À,f(x)) et soit Ÿ 
l'application (À,x) + Àx de KxE' dans Efl'application constante x + À de E' dans K 


admet À pour limite suivant Ÿ ; donc d'après le théorème 3.2.b., (À,a') = L h 


Or @ est continue (théorème 3.1.) d'où le résultat. 
d) la démonstration est analogue à celle du b}). On utilise ici la décom- 


position fg = po{f,g) où p est l'application continue (x,y) + xy de KxK dans K. 


; . Il 
+ = qof où q désigne la fonction x++ 


de K dans K, d'utiliser la continuité de q en a' # O (Vu) et d'appliquer le 


e) Il suffit de remarquer que 


théorème 2.6. sur la limite d'une fonction composée. 


_ mm" 


ae EE PR RE 


à LL LS : ONCE NT = 2y gen 
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On peut déduire de ce théorème plusieurs corollaires en prenant pour 
les différents exemples de €-ensembles de parties ; on obtient ainsi, par exemple, 
en faisant E = N et 4 = F un corollaire concernant les suites (limite de la 


somme de deux suites, etc...). 


Nous nous contenterons d'expliciter le corollaire suivant concernant les 


opérations sur les fonctions continues obtenu dans le cas où E est un e.v.n. et 


où Ÿ = Pa) Go eP: 


Corollaire : 









, - 
Soit f et g deux fonctions d'un e.v.n. E dans un e.v.n. E', soit 
x, € E et soit À & K. Supposons que f et g soient continues en x: 


Alors il en est de même pour ||f||, f+g,)f, fg (si E' = K), À (SL Ê' = ReE £ (x,) #0) 








4. Cas particulier des fonctions numériques 


4.1. Limites et inégalités 





Théorème 1. Soit E un ensemble muni d'un €-ensemble de parties 





une fonction de E dans R. On suppose que lim f existe. Alors, si a et b 






sont deux nombres réels tels que a < L f < b, on a : 





3x ed : Vxex, a < f(x) < b. 





Démonstration : Posons % = J f. Soit r > O tel que B(£,r) € Je 8l 
Or, puisque £ = n2 f, on a : 2x, ed : X, € D(£) et 3X, ed : £(K,) CB(L,r). 
Soit alors X= X n X,- Cet élément deŸ convient. 


* On utilise souvent ce théorème dans le cas particulier suivant : 


si O < L £ (resp. ei f < O) alors il existe au moins un X e À tel que, 


pour tout x @X, on ait : O < f(x) (resp. f(x) < 0) 
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Théorème 2 Conservation des inégalités à la limite" 





Soit E un ensemble muni d'un ê-ensemble de parties Ÿ et soit f et g 


deux fonctions de E dans R. On suppose que JL f et lim g existent et que : 





Ixe£: Vrex, f(x € 8). 





Alors : "? £ < lim g 





Démonstration : Posons = p) f et m= Ÿ g. Supposons la conclusion fausse 


c'est-à-dire m< £. Soit alors c tel que m< c < £. D'après le théorème 1 


il existerait un X; e Ÿ tel que : Wx ex, » £(x) > c et un X, eŸ tel que 


Vx EX, , 8(x) < c. 


Alors pour tout x E X NX, n X, on aurait g(x) < f(x) , ce qui est absurde. 


+ On obtient plusieurs corollaires des théorèmes précédents en prenant 
pour Ÿ les différents Ÿ-ensembles de parties que nous avons vus, Nous allons, 


à titre d'exercices, en indiquer quelques uns. 
mer meer ne 


Corollaires. 


1. Si la limite d'une suite numérique est strictement comprise entre 
a et b, il en est de même pour tous les termes de la suite à partir 


d'un certain rang. 


[5 


Si deux suites numériques (& ) et (3:,) sont telles que, à partir 


d'un certain rang, x < y_ alors leurs limites, si elles existent, 
n n 


sont telles que : lim x < lim VAE 


l'. Soit f une fonction d'un e.v.n. E dans R et soit x, € E. 
On suppose que lim f existe . Alors, si a et b sont deux nombres 
X 
O 
réels tels que a € lim f € b, il existe une boule ouverte pointée 
x 
(0) 


e e 
B(x 1) telle que, pour tout x € B(x Tr), on ait : a < f(x) 4 b. 


éhonéns Bt stine.tesdst.4 à es mnt à 0 MERE Re Re nn ans nie ant ns à dde et sn ann dc nn # nie Be ue moin Hi nu de mb ee 4 nn Rs 






du Nés eut BU Ed Lee 
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2 Soit f et g deux fonctions d'un e.v.n. E dans R et soit X € E. 
On suppose que lim f et lim g existent et qu'il existe une boule ouverte 
x x 
O0 0 


pointée B(X 1) telle que, pour tout x € (xt); on ait : f(x) < g(x). 


Alors : lim £f & lim g 


#0 #9 


Démonstration : pour les corollaires 1. et 2. il suffit d'appliquer respec- 
tivement les théorèmes 1. et 2. dans le cas où E = Net 
L-f Quant aux corollaires l' et 2', on applique respectivement les théorèmes 


1 et 2 dans le cas où E est un e.v.n. et L = É(x,): 


4.2. Limites infinies 


On a défini sur R, en utilisant la relation d'ordre total, les 


Ê-ensembles de parties Ÿ etŸ. et on a défini pour une fonction f de R dans 


un e.v.n. les notions lim f et lim f, cas particuliers de la notion générale 
+oo —œ 


de limite d'une fonction suivant un f-ensemble de parties. 


Dans le cas d'une fonction f de source E muni d'un £-ensemble de 


parties Ÿ et de but R on peut introduire les notions "Ÿ SI et “? 4 à 


n'entrant pas dans le cadre des limites de fonctions à valeurs dans un e.v.n. mais 


- . Pa Pa Û * 

qui sont des cas particuliers de la notion plus générale encore“ Ÿ £ Ÿ " ce qui 
; se 

nous permettra d'utiliser la propriété fondamentale de transitivité (T) de 2.3. 


On utilisera néanmoins la terminologie ‘'+æ (resp. -æ) est limite de f 


suivant 277 (x) 






Définitions : | Soit f une fonction de source E muni d'un £-ensemble de 
partiesŸet de but R. On dit que +*® (resp. -æ) est limite de f 


suivant Ÿ, ce que l'on note : +0 = nn f (resp. : — = $ f) si on a : 


LiL" esp. "drd.") 





(x) Ceci est justifié par le fait que ces notions entrent dans le cadre des 
limites de fonctions à valeurs dans un espace topologique à savoir ici 


à valeurs dans R = R U {+0} U{-0 } 
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Nous laissons au lecteur le soin d'expliciter ces relations et 
de vérifier que la propriété d'unicité de la limite s'étend aux limites infinies, 


c'est-à-dire, de manière précise, que si a = J f (a&R) on n'a ni : +#- F1 £ 


ni —æ = w) f et que si + = lim f (resp. -w = lim f) il n'existe aucun a de R 


tel que Re Rd D 


Indiquons un exemple d'application de la propriété de transitivité (T) 


dans le cas où le £-ensemble de parties intermédiaires est L. ou La 


Propriété 1. Soit E un ensemble muni d'un {-ensemble de parties Ÿ, 
E" un e.v.n., f une fonction de E dans R, g une fonction de R 


dans E"", et soit ae E". 


11 


Si +œ = lim f (resp. —-æ = lim f) et si a" = lim g (resp. a" = lim g), 
Ÿ À MOT 


Alors a" = ‘? gof 


Propriété l'. La propriété lest valable aussi dans le cas où E"=R 


et où a" = + ou bien a'' = —æ (immédiat}s 


Remarque : Toujours dans le cas d'une fonction numérique f dont la source E 
est munie d'un €-ensemble de parties +, on peut introduire, si a &R, 


leg notions "ds fCa,)" et £ Ba)" que l'on note respectivement : 


a, = lim f et a_ = Ÿ f. Notons que chacune d'elles implique que a = ea f. 


Indiquons un autre exemple d'application de la propriété (T) correspondant au 


cas où le £-ensemble de parties intermédaire est de la forme B(2,) ou P(2 : 


Propriété 2. Soit E un ensemble muni d'un @-ensemble de parties E'"" un 
e.v.n., f une fonction de E dans R, g une fonction de R dans 


E""et soit a € R. 


Si ae “Ÿ f (resp. a_ = JL f) et si g est continue à droite 


(resp. à gauche) en a, alors g(a) = P gof. 
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+ Voyons sur deux exemples comment on peut utiliser ces résultats 


dans l'étude de limites de fonctions numériques d'une variable réelle. 


Exemple 1 - Soit h la fonction numérique d'une variable réelle définie par : 


X 


x—] 


h(x) = e . On obtient : e = limh et e = lim h (théorème 2.6) 


+c —œ 


et : +w= lim h (propriété l') et O=limh (propriété 1). 
1+ 1- 


On peut donc prolonger h par continuité à gauche en | en posant h(1) = O. 


Exemple 2 - Soit h(x) la fonction numérique d'une variable réelle définie 


cos x 
par h(x) = e Co ET si cos x # 1 
h(x) = si cos x = | 
RL 
x] 


On a h=gof où f(x) = cos x et g(x) = e si x # 1, g(1) = O. 


D'après l'exemple 1, g est continue à gauche en 1. D'autre part on a : 1_= lim f 


d'où d'après la propriété 2 on a : g(1) = O = lim h. 
0 


Remarquons que l'on arrive à ce résultat de manière plus naturelle sans 


définir h(x) lorsque cos x = 1 et sans définir g(1l). 


En effet, pour étudier la limite éventuelle de h en O il suffit de se placer sur 


un élément de êo). Choisissons un élément X de fo) tel que : 
Vrxex cos x = | <=—> x = O 
par exemple X -]- 4 “E {0} 
4 ? 4 
e e e 
On a alors "pB(0) £ PQ)" et p(1-) 8 P(0)" 


d'où "ÉCO) h(p(o)" c'est-à-dire O=1limh 
[e) 


4.3. Intégrale de Riemann 


a) Définition On va à présent donner un dernier exemple de limite 


TS É  POREES E E 
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de fonction suivant un Ê-ensemble de parties. 


Soit f une fonction numérique d'une variable réelle et soit 
C2, C D(f) (a < b). On suppose que f est bornée sur Gr]: On appelle subdivision s 


de B,5] toute suite croissante de (2n+l) points de B,bl KopËjrXpse..sX _jr6 5X ) 


telle que X, = à et x” b (n entier > O). 
On pose u(s) = Max (; _ X;_1) 
1$si<n 


Soit S l'ensemble de toutes les subdivisions s de [:t] et soit F l'application 
de S dans R définie par : 
1) 


i- 


n 
F(s) = E £(E;) G; — X. 
1=1 


Enfin, on va définir un -ensemble de parties P sur S et la limite de F 


suivant BP si elle existe, sera l'intégrale de Riemann de f sur C2]. 


De manière précise, on pose, pour tout nombre r > O : 


he {s € S : us) < r} 


. . ” sn 
soit alors : P {Be r > O0} 


On vérifie simplement que @ est un £-ensemble de parties sur S. 


Définition : On dit que f est intégrale au sens de Riemann sur [2,b] 


si lim F existe ; on dit alors que lim F est l'intégrale 


6 


b P 
de Riemann de f sur C2,b]. On note : lim F = J f(x) dx *: 
a 


Dans tout ce qui suit on dira "f intégrable sur Cv)" sans préciser 


au sens de Riemann''. 


b) Propriétés 


L'intégrale de Riemann d'ure fonction f bornée sur [2,b] apparait donc 
comme la limite d'une fonction F suivant un R-ensemble de parties. On peut donc 


appliquer à F tous les résultats sur les limites que nous avons établis ;:; 


(x) En réalité cette condition est superglue [voir c] Remarque). 


TS PE 





14 


VAR TS GR Te LE 
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certains de ces résultats donneront des propriétés intéressantes concernant 


la fonction f elle-même. Ainsi, par exemple, d'après l'unicité de la limite de F 


suivant (is on est assuré de l'unicité de l'intégrale de Riemann de f sur (2,b] 
(puisque F, bien sûr, est défini de manière unique à partir de f). Ceci nous 


autorisait donc à parler de l'intégrale de Riemann de f sur [2,b]. 


. D'autre part, si f prend la valeur constante c sur [ab], F prend 


la valeur constante c(b-a) sur C2] et on a vu qu'alors lim F = c(b-a). 


(4 


Théorème Toute fonction constante est intégrable sur Gt] et on a, en notant 
c la fonction x + ç : 
b 
c dx = c(b-a) 
a 
+ Soit maintenant deux fonctions numériques f et g bornées sur Bt] . f+g 

est aussi bornée sur [ab]. Si F et G sont les applications de S dans R asso- 
ciées respectivement à f et à g, F+G est l'application de S dans R associée à 
f+g (immédiat). Appliquons à F+G le résultat concernant la limite d'une somme. 


On obtient : 


Théorème Soit f et g deux fonctions numériques bornées sur (,b]. Si fet g 


sont intégrables sur [2,t] » il en est de même de f+g et on a : 


b b b 
Î (£+g) (x) dx = / £(x) dx » L g(x) dx 
a a a 


Par un raisonnement analogue, en remarquant que, pour tout réel À, ÀF est 


l'applicatŸon associée à Àf, on obtient : 


Théorème Soit f une fonction numérique bornée sur [2,r] et soit À€R. 


Si f est intégrable sur Gb], il en est de même de Àf et on a : 


b b 
[ (Af) (x) dx = à / £(x) dx 
a a 


Remarque Par ce type de raisonnement on n'obtient rien pour les fonctions fg, 
1 . = 
£? }£| car les fonctions de S dans R associées ne sont pas, respec- 


tivement, FG, ï ; LE 
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y 


* On va à présent utiliser le théorème 2 de 4.1. sur la "conservation des 


inégalités à la limite". Remarquons que si £f et g sont deux fonctions numériques 
sur [2,b] telles que, pour tout x € Ca,b], f(x) < 8(x), alors les applications F 
et G associées sont telles que : Fs ES, F(s) « G(s8). D'où le théorème : 


Théorème Si f et g sont deux fonctions numériques bornées et intégrables sur 


[a,r] telles que, pour tout x <(2.t], f(x) < g(x), alors on a : 
b b 
f(x) dx < g(x) dx 
a a 


Corollaire Si f est une fonction numérique bornée et intégrable sur [2] telle 


que, pour tout x € B:t], f(x) £ O (resp. f(x) > 0) alors on a : 


b b 
[ f(x) dx £ O (resp. | f(x) dx & 0) 
a a 


c) Remarque : La condition "f bornée sur fa,bl" est superflue ; 
© 72 CE Sur _a,b1 est superflue 
plus précisément, on va démontrer que si une fonction numérique f définie 


sur [a,b] est telle que la fonction F associée (voir a)) vérifie la condition 


"lim F existe", alors £ est bornée sur [a,b]. 


h 


En effet : la fonction F admettant une limite suivant @, 


elle est 
bornée sur un élément B. de ® (propriété 2.4). 


Il existe donc M > O tel que 


n 


u(s) <r— - PRE Corne 


(1) VYs - CATLTERTE sx Ex ) ÉD 


: : b- = 
Soit alors m un entier tel que — < r, et posons 5 * bza . Considérons 
m 


toutes les subdivisions s de [a,b] de la forme HopEpreesx Ex ) où, pour tout 


1 = 0,1,...,m, on a : x. = a + io. 
2 “2 Lt | 1 Po 


Toutes ces subdivisions s, pour lesquelles les X; sont fixés et chaque E. 
i 


est quelconque dans Cx;_,,x;], sont telles que u(s) = Ph (car chaque (Ki7x;_)) est 
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égal à Po) donc u(s) < r. D'où, d'après (1) on a : 


Me M 
(2) VE, € [xx], VE, € Cx,,x,1,..., VE € [x _,,x l, - Po Pr < Do 


Ceci implique que f est bornée sur chaque Cx;_,:x;] Gi =, L,2, 4 pi D) 
En effet, soit i un entier quelconque de l'ensemble {1,2,...,m}. 


Fixons,pour chaque j # i, un És dans l'intervalle Lx; _j,x; le 


D'après (2) on a : 


M = SES 
VE; € Cxi_)»x;1, CA a FE} < f(E; < 2 Ar, 


Donc f est bornée sur [x. Xl. 


i- 


f étant bornée sur chaque Cx;_,:x;] (i = 1,2,...,m), f est bornée sur 


Ca,bl; ceci achève notre démonstration. 
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APPENDICE 1 : XOTION DE LIMITE SUIVANT UNE BASE DE FILTRE D'UNE APPLICATION 


A VALEURS DANS UN ESPACE TOPOLOGIQUE : 


Après avoir rappelé la définition usuelle de cette notion, on verra que, 
dans ce cas général, on peut se restreindre à des bases de filtre particu- 
lières, à savoir des Î-ensembles de parties. On verra aussi que cette notion est 
un cas particulier de la notion ne f L'"où Let L' sont des L-ensembles de 
parties. Enfin on retrouvera dans le cas où l'espace topologique d'arrivée est 
un e.v.n. la définition des limites que nous avons donnée directement dans ce 


cas. 





1. NOTION DE BASE DE FILTRE : 


a) Définition : 






Une base de filtre p sur un ensemble E est un ensemble 








non vide de parties de E tel que : 






(D Tous les éléments de % sont non vides 


(C)' VU, «€ Br Ps AzZeB:zcHNnY 







La condition ©) est vraie, bien sûr, si l'intersection de deux éléments 


quelconques X et Y de 8 appartient à @ (il suffit de prendre Z =Xn Y) : 


Tout f-ensemble de parties est donc une base de filtre. 


b) Théorème 





Soit ® une base de filtre sur E et soit % l'ensemble de 


toutes les parties de E contenant au moins un élément de ® 


(É = {XcE/1Ye BR : Ye x): L est un Ê-ensemble de parties 









L'URL TANT TA 
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Démonstration : 


Puisque l'on a : "D ce ft et puisque 8, base de filtre, est 


non vide, > est non vide. 


Tout élément X de À est non vide car il est sur-ensemble d'un 


élément Y de Ÿ , cet élément Y étant non vide puisque @ est une base de filtre. 


Soient enfin X, et X, deux éléments de #5 ; il existe deux éléments 


. LAS © 
Y, et Y, de G tels que : Y,  cxX, et Y, © X,. D'où: Y, NY, CXNnX,. 


Or ® est une base de filtre ; il existe donc Ze @ tel que : ZceY. nY 


il 2° 


ve 


On a donc : ZcX nx 


1 2° donc : X nX, ee & . 


] 2 


c) Remarque : Justification de la terminologie "base de filtre" 


Un filtre #!/ sur un ensemble E est un Ê-ensemble de parties sur 


E tel que : 

(S) ‘'tout sur-ensemble d'un élément de { est un élément de F"'. 

On est donc assuré, d'après la propriété (S), que si un élément X appartient 
à un filtre, tous ses sur-ensembles appartiennent aussi au filtre. Ceci conduit à 


considérer des sous-ensembles à du filtre tels que tout élément def contienne 


au moins un élément de %. De tels @ sont appelés bases du filtre Ÿ. 


On peut alors se poser le problème suivant : étant donné un ensemble de 


parties A de E, quelles conditions doit-il vérifier pour qu'il existe un 
filtre # sur E de base 8, On démontre simplement qu'une condition nécessaire 
et suffisante pour qu'il en soit ainsi est que 8, soit non vide, que tous 

ses éléments soient non vides et que l'intersection de deux éléments quelconques 
de B contienne au moins un élément de 8, (c'est ce que nous avons donné comme 
définition d'une base de filtre) le filtre f, étant alors l'ensemble de toutes 


les parties de E contenant au moins un élément de 8: 


Ainsi l'ensemble 4 du théorème précédent n'est autre que le filtre de 


base PB. 


A Lit dés te ne dé ge mé 2 be TE ds dd ms A ds << 
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2. NOTION DE TOPOLOGIE 
a) Définitions : 


Une topologie $g sur un ensemble E est un ensemble de parties 
de E tel que : 


0deT ; Ec% 
e Toute intersection finie d'éléments de ‘# est un élément de #. 


e Toute réunion (finie ou non) d'éléments de # est un élément de+. 


Tout ensemble E muni d'une topologie € est appelé espace topologique. 


Les éléments de # sont appelés ouverts. 


Si en plusæ+ vérifie la condition : ‘'pout tout couple (x,y) d'éléments 
distincts de E, il existe deux ouverts disjoints, l'un contenant x, l'autre VaEs 


on dit que est séparée. 


On peut, sur tout ensemble E, définir deux. topologies : la topologie 
grossière en prenant % ={p,E} et la topologie discrète en prenant É = P(E) 


(ensemble de toutes les parties de E). Il est aisé de vérifier que la seconde est 


séparée mais que la première ne l'est pas. 
b) Exemple fondamental : Topologie associée à une distance 
AE Re ESs0crce 4 une distance 
Rappelons d'abord qu'une distance d sur un ensemble E est une application 


de E X E dans R, (ensemble des réels positifs) telle que, pour tout 


(x,Y:Z) eEEXEXE, on ait : 


e d(x,y) O<—> x = y 


e d(x,y) = d(y,x) 


e d(x,z) < d(x,y) + d(y,z) 


Si E est muni d'une distance d, on dit que E est un espace métrique. 


DE lé di ce hot À SE RE. mé À 
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On pose, pour ae E et r > O0 : 


B(a,r) = {xe E : d(a,x) < r} (boule ouverte de centre a, de rayon r) 


| Soit alors® , l'ensemble des parties de E définies ainsi : | 
d 


| 
| déf 8 = $ | 
| 
| 





Y4cE, 06 et ons ou 
Vxe8 Jr > 0: B(x,r) <@ 








On vérifie aisément que, est une topologie sur E pour laquelle toute 


boule ouverte est un ouvert et que +; est séparée (cette dernière propriété 


se démontrant comme la propriété 1.2.(3)). 


On obtient ainsi plusieurs exemples de topologies obtenues à partir 
de distances. Ainsi la topologie sur R associée à la distance d(x,y) = | x-y | 


est appelée topologie usuelle de R. 


c) Cas particulier : topologie associée à une norme : 


On peut remarquer plus généralement que sur tout e.v.n. 
on définit naturellement une distance en posant : d(x,y) = ||x-y|| 
et ceci permet de définir, sur chaque e.v.n. une topologie à partir de la norme, 


à savoir 7; où d est la distance associée à la norme. C'est le cas, par exemple, 


n n Shin Sn 3 _ 
de R et de C . Notons que la définition d'une boule ouverte relativement à 
cette distance coïncide bien sûr avec celle que nous avons donnée directement 


dans un e.v.n. (Cf. 1.1.) 


3) On va maintenant rappeler la définition usuelle de la notion de 
limite suivant une base de filtre d'une application à valeurs dans un espace 


topologique. 


Définition : 






Soit f une application d'un ensemble E muni d'une base de filtre 


à valeurs dans un espace topologique E', Un élément a' de E' est dit 
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limite de f suivant 8 si on a : 


(P) ‘Pour tout ouvert @' contenant a', il existe Xe ® tel que f(X) = 0'” 





Soit # = {XCcE/13Ye BR :Ycx}. % est un £-ensemble de parties 
(cf. théorème 1.b)) et on peut vérifier aisément que l'on obtient une propriété 


équivalente à (P) en remplaçant dans (P) (à par & 


Donc toute limite suivant une base de filtre est une limite suivant 


un f-ensemble de parties (et réciproquement bien sûr). 


En d'autres termes, on peut se restreindre, dans le cas général où 
les applications prennent leurs valeurs dans un espace topologique quelconque, 
aux limites suivant des bases de filtre particuliers, à savoir des -ensembles 


de parties. 


Cela étant, notons w(a') l'ensemble des ouverts contenant a". 


On vérifie simplement que w(a') est un £-ensemble de parties de E', et que 
la propriété (P) est équivalente à la propriété " %Æ f w(a')". Ainsi la notion 
de limite suivant une base de filtre d'une application à valeurs dans un espace 


topologique est un cas particulier de la notion "$ £f #’". 


Remarque : On peut démontrer (comme dans 2.4. "unicité de la limite") 


que si la topologie de E' est séparée f admet au plus une limite suivant @. 
Ce sera le cas en particulier si la topologie de E' est associée à une distance. 
Cette propriété ‘d'unicité de la limite" n'est plus vraie si la topologie de E' 


n'est pas séparée (considérer par exemple E' muni de la topologie grossière). 


_4) Dans notre exposé sur les limites nous n'avons considéré que des 
applications à valeurs dans un e.v.n. et c'est dans ce cadre-là que nous avons 
défini la notion de limite suivant un Ê-ensemble de parties. Ür un e.v.n. est 
muni d'une topologie associée à sa norme (cf. ci-dessus). Il convient donc de 
vérifier que la définition générale de la notion de limite suivant un f-ensemble 
de parties d'une application à valeurs dans un espace topologique quelconque 


nous permet de retrouver comme cas particulier celle que nous avons donnée 


nt ni, cam" dal 
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directement dans le cas des e.v.n. Ceci se fait aisément. En effet on a vu dans c) 


que dans le cas général la propriété : Ma' limite de f suivant à" est équivalente 


à "S f w(a')". Or si la topologie de E' est associée à une distance, tout ouvert 
contenant a' contient une boule ouverte centrée en a' (d'après la définition de 

la topologie associée à une distance) ; et une telle boule est un ouvert contenant 
a' ; c'est donc un élément de w(a'). Ces deux remarques nous permettent de vérifier 


très simplement que, si on note (a') = {B(a',r) : r > O} on a : 

"2 f w(a')" > np f G(a')" 

Donc si la topologie de l'espace d'arrivée est associée à une distance 
on peut remplacer dans "S f w(a')" w(a') par (a'). Ceci s'applique bien 


sûr au cas où la topologie est associée à une norme, et justifie donc la définition 


de la notion de limite que nous avons donnée dans ce cas. 
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APPENDICE 2 : CONDITION DE CAUCHY 


A priori, pour savoir si une fonction f admet une limite suivant un 
£-ensemble de parties, on pourrait penser qu'il est indispensable de connaître 
la valeur de la limite. On va établir à présent, dans le cas où la fonction 
prend ses valeurs dans un espace métrique complet, une condition nécessaire 
et suffisante pour que f admette une limite, condition dans laquelle n'inter- 


viendra pas la valeur limite. 


Rappelons que les notions d'espace métrique et de limite d'une appli- 


cation à valeurs dans un espace métrique ont été introduites dans l'appendice 1. 


1. Définition : 


Soit f une application d'un ensemble E muni d'un f-ensemble 


de parties Æ à valeurs dans un espace métrique E'. 


On dit que f vérifie la condition de Cauchy suivant si l'on a : 


(eo) Verso, 2e : Van ex x, dE.) <re 





Exemple : Soit x une application de N dans un espace métrique E ; x est 
donc une suite d'éléments de E. Et soit $ le f-ensemble de parties de N défini 


dans 2.2. O , c'est-à-dire, rappelons-le : 
F - ts, : ne N} où S = {peN:p>n} 
Si x vérifie la condition de Cauchy suivant # on dit, plus simplement, 


que x est une suite de Cauchy ou encore que la suite (x) est de Cauchy. 


On a donc : 


(x) de Cauchy <= Vr>0 Ap,eN ! V(m,n)eNxN ” m>Po 


= < 
n>Po s d(xx,) x 





Nous laissons au lecteur le soin d'expliciter, pour toutes les applications 
dont on a défini la limite suivant # (y compris pour l'intégrale de Riemann), 


la condition de Cauchy suivant # . 


le ’cdù ne. "me 
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Remarque : Dans le cas où f est une fonction (pas nécessairement une 
application) on définit la condition de Cauchy suivant # en ajoutant à la 


condition (C) la condition : 


"D(£) contient au moins un X, e "(comme dans le cas des limites). 


Nous nous sommes restreints par la suite, pour simplifier, au cas 
d'applications. Les résultats établis sont vrais aussi pour des fonctions 


(immédiat). 


2. Propriété 


Soit f une application de E muni d'un f-ensemble de parties , 


à valeurs dans un espace métrique E'. 





Si f admet une limite suivant %#, alors f vérifie la condition 






de Cauchy suivant %. 


Démonstration : 


Soit a' la limite de £f suivant &. On a donc (d'après 
l'appendice 1.4)) : Va E Bla)" 
Soit alors r > O . La condition "% f @(a') implique : 


AxXeL : Vxex d(£(x),a') < 


In 


d'où l'on a : 
VGx;,y) e XX X, d(f(x),f(y)) < d(f(x),a') + d(a',£(y)) < r 


f vérifie donc la condition de Cauchy suivant 2 


En général, la réciproque de cette propriété est fausse. 
Considérons par exemple l'ensemble E = ]o,1[ ; on définit sur E une distance 


en posant : d(x,y) = |x-y | (distance induite par celle de R). 
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Det > Ë eZ 1 
On peut vérifier aisément que la suite de terme général z st de 


Cauchy dans E mais qu'elle n'admet pas de limite dans E (en effet sa limite, 


si elle existait, serait O ; or O<%E). 


= 4 


3: 0n va introduire à présent des espaces métriques pour lesquels 
la réciproque de cette propriété est vraie : ce sont les espaces métriques 
complets. Or on verra que si cette réciproque est vraie pour des suites, 
elle est vraie dans tous les cas. Ceci justifie la définition usuelle des 


espaces métriques complets dans laquelle il n'est question que des suites. 


Définition : 


On dit qu'un espace métrique E est complet si toute suite 


de Cauchy d'éléments de E admet une limite dans E. 





Exemple : R est complet (par construction). On peut en déduire 


n 


facilement que C, pl C sont complets. 


Théorême : 


Soit f une application d'un ensemble E muni d'un £-ensemble de 


parties et prenant ses valeurs dans un espace métrique complet E°. 


Si f vérifie la condition de Cauchy suivant &# , alors f admet 


une limite suivant %. 





Démonstration : Supposons que f vérifie la condition de Cauchy suivant # 


on a donc : 
Vr>0 3xXem : Wixy) ex x x , d(£(x),£(y)) <r 


_ * 
d'où en prenant r= (né N ) et en notant X, un élément de associé on a : 


51 








male. desde ES 
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Vanen Xe L : VGy) ex XX , d(£(x),£(y)) < + 


* 
Chaque X » élément de $ , est non vide. Choisissons, pour chaque n de N,, 


un élément x dans X . 
n n 


Considérons alors la suite (Ex )) dans E'. C'est une suite de Cauchy. 


En effet, pour tout couple (p,q) d'éléments de N°, on a, en désignant par z 


un élément de x, n ko (un tel z existe car x, n X élément de , est non 


vide) : 


dŒG EG) < (EG), F(2)) + d(E(Z), (RD) < + 2 


et on déduit immédiatement de ceci que (x )) est de Cauchy. E' étant complet, 


cette suite admet une limite dans E'. Posons : a' = lim (EC&,)). 


On va démontrer que a'_ est limite de f suivant # , c'est-à-dire que : 
te re ae ee 


Vp>0 Axe : VxeXxX, d(f(x),a') < bp 
Soit donc p > O. a' étant limite de £ (x )) on a : 


AnjeN: Vnen, n>n — d(f(x ),a') < Ê 


é l p : 
Soit n,€eN tel que Tri 3 et soit ne N tel que Do ? max(n,,n,). 
L'élément x, de & convient : en effet on a : 
O 


Vr ex. , d(£(m),a') < d(£(x),f(x )) + d(f(m Ja) <L,2.2,8 
LUE 0 F0 0 2. 2 4 


Ceci achève la démonstration du théorème. 
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ANNEXE 1 


UNE SUGGESTION POUR COMBATTRE LA "CONSTANTE MACABRE" 


Dans notre enseignement, les élèves sont les principales victimes de la 
"constante macabre". De quoi s'agit-il exactement ? Lorsqu'un enseignant prépare 
un sujet de contrôle de connaissances et lorsqu'il choisit un barème, il fait en sorte, 
plus ou moins consciemment, que les notes soient étalées convenablement : il faut 
qu'il y ait toutes sortes de notes, des bonnes, des moyennes, des mauvaises ; et 
celà quel que soit le programme du contrôle, la qualité de l'enseignant, le niveau 
de la classe. À ceux qui seraient surpris par une telle affirmation, je demande 
simplement d'imaginer un instant le cas d'un professeur de math, d'une classe de 
seconde par exemple, qui ne mettrait à aucun élève une note inférieure à 12 sur 20. 
Que se passerait-il ? La première fois, on pourrait, dans le meilleur des cas, penser 
tout simplement que c'est un accident, la seconde fois, que le sujet était vraisem- 
blablement trop simple et certains collègues intrigués commenceraient déjà à se poser 
des questions. Si cette situation se reproduit à tous les contrôles, notre malheureux 
collègue passerait probablement dans son établissement pour un professeur trop gentil, 
un peu démagogue même, qui ne traite peut-être pas le programme convenablement. 
On aurait même quelques inquiétudes pour les élèves qui, dans un tel contexte, 
seraient orientés, en fin d'année, vers des sections scientifiques. Mais pratiquement 
personne ne penserait que, tout simplement, le niveau des notes peut être dû, par 


s 


exemple, à la compétence du professeur, à son aptitude à motiver ses élèves. 


Ainsi, à tous les niveaux, on peut dire qu'il y a dans notre manière d'évaluer 
les élèves, une sorte de constante : la proportion de mauvaises notes. Il est clair que, tant 
que nous ne nous débdrasserons pas de cette constante, profondément enfouie dans 
notre esprit, il y aura toujours des élèves en situation d'échec. Des allègements de 
programme, par exemple, n'y feront rien. On doit reconnaître que l'existence d'une 
telle constante, "macabre" (pour beaucoup d'élèves en tout cas), traduit une certaine 
forme d'injustice de notre système d'évaluation qui semble destiné davantage à classer 


les élèves qu'à évaluer réellement leurs connaissances. 





D cs 
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Comment essayer de modifier cette situation ? Au cours d'un stage IREM 
de deux jours, en Janvier 88, à Toulouse, j'ai proposé aux stagiaires* le type d'éva- 
luation suivant : pour chaque contrôle de connaissances, la moitié de l'épreuve 
environ serait constituée par des exercices tout à fait analogues à ceux du contrôle 
précédent, l'autre moitié portant sur la partie de programme traitée entre les deux 
contrôles. Les élèves, bien sûr, seraient prévenus. Les collègues ont été d'accord 
pour expérimenter ce type d'évaluation dans leurs classes et pour en faire un bilan 
au cours de la seconde réunion du stage en Mars. Cette expérimentation a été effec- 


tuée dans deux classes de 4ème, cinq classes de 2nde, deux classes de 1ère S, deux 


classes de L.E.P. 


Signalons les points essentiels apparus lors de notre réunion de Mars : 


. Amélioration des notes (ceci était prévisible) 


mise en confiance des élèves : ils sont moins stressés, plus sécurisés 


- Amélioration des relations professeurs-élèves : le professeur n'apparait plus comme 

quelqu'un qui cherche à mettre des mauvaises notes ; au contraire il semble tout à 

fait disposé à encourager, à motiver et à récompenser, avec une règle du jeu précise 
» J ; 


sans pièges. Les élèves sentent qu'on s'intéresse à eux dans le sens favorable. 


. Certains élèves, découragés. ont eu une sorte de déclic et leur niveau en math, en 
dehors de la note de contrôle, s'est amélioré. 
. Intérêt pédagogique : le professeur a la possibilité de revenir plusieurs fois dans des 


contrôles sur des notions importantes. Quant à l'élève, si, par manque de temps, il 


n'a pas pu assimiler une notion nouvelle, il peut le faire pour le contrôle suivant. 


Ajoutons deux réactions. Un collègue est particulièrement satisfait du chan- 
gement de relation entre lui et ses élèves : "les élèves ont senti que je m'intéressais 


à eux et ils me le rendent bien". Un autre professeur fait part de l'enthousiasme de 


son proviseur pour ce type d'évaluation. 


Signalons toutefois quelques réserves apparues au cours de notre discussion : 


(*) Catherine BANWART, Alain CAMPSE, Jacqueline CARSANA, Emile CHAUVET 
Pierre DUPONT, Renée PORTE, Danielle TAXIL, François VALETTE, 
Monique VOISIN-ROUX. 
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- La liaison avec le reste de l'établissement : qu'adviendra-t-il pour l'élève 


si, l'année suivante, le professeur n'adopte pas la même méthode d'évaluation ? 


- Les professeurs qui, à la suite d'un tel type d'évaluation, ont mis de bonnes 
notes à un contrôle, ont tendance à culpabiliser. Dans le contexte actuel, il leur a fallu 


un certain Courage pour tenter ce type d'expérimentation. 


Quoiqu'il en soit, il apparaît clairement que ce type d'évaluation offre 
beaucoup d'avantages et que ça peut être un moyen simple et efficace pour combattre 
la fameuse "constante macabre", sans pour autant abaisser le niveau de l'ensemble des 


élèves, au contraire. 
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ANNEXE 2 


RAISONNEMENT PAR L'ABSURDE ET CONTRAPOSEE 


Novs allons voir dans cet article pourquoi, contrairement 
au raisonnement par L'absurde, La notion de contraposée n'est pas utile pour 


résoudre un problème et qu'en définitive, cette notion ne sent pas à grand 
chose. 


Rappelons d'abord les définitions classiques des notions de contraposée 


et de raisonnement par l'absurde. p et q désigneront deux assertions : 


Ls contraposée de l'implication (p = q) est l'implication (non q = non p). 


Il est facile de vérifier qu'elle a même valeur de vérité que l'implication (p — q). 


On dit qu'on démontre par l'absurde l'implication (p = q) lorsque, en suppo- 
sant l'assertion (non q et p) vraie, on en déduit qu'une certaine assertion r est à la 


fois vraie et fausse. On démontre donc en réalité la vérité de l'implication 


(p et non q) =+ (r et non r), 


donc de sa contraposée, c'est à dire 


[r ou (non r)] = [(non p) ou q]l. 


‘Cette dernière implication étant vraie et le premier membre l'étant aussi, bien sûr, 
on en déduit, d'après la définition d'une implication, que le second membre est vrai, 
c'est à dire que l'une au moins des deux assertions (non p), q est vraie. Par suite, 
si p est vraie (c'est à dire (non p) fausse) q est vraie. Ceci suffit à démontrer la 
vérité de l'implication (p = q). 


Voyons à présent quelle est la situation, dans la pratique, pour 
résoudre des problèmes. Rappelons d'abord qu'on peut distinguer deux types de pro- 
blèmes : les problèmes où la conclusion est connue (exemple : démontrer que tel 
triangle est isocèle, démontrer que la limite d'une somme est la somme des 
limites, …) et ceux où elle ne l'est pas (exemple : résoudre une équation, calculer 
une intégrale, .…). Il est clair que seuls les problèmes où la conclusion est connue 


peuvent être résolus par l'absurde où en démontrant la contraposée d'une implication. 


sd = 


Pour ce type de problèmes, notons (© la propriété à démontrer et (H) l'ensemble 
des hypothèses fh,, h,, sé h , C'est à dire l'ensemble de toutes les propriétés 


supposées connues. () dépend donc du niveau mathématique de la personne cherchant 
à résoudre le problème. Par abus de langage, (H) désignera aussi l'assertion(h, et 


h; et es h_). Avec ces notations, il s'agit de démontrer que : 
CLO 


La contraposée de cette implication est 


non (©) —> non (H) , c'est à dire 
(non (©) — (non h,) ou (non h,) ou … ou (non h) 


Cette dernière implication, pratiquement, se démontre souvent en faisant jouer un rôle 


particulier à l'un des b;, h; par exemple, de la manière suivante : 
(non (©) et h, et h; et …, et h, —> (non h,) 

Dans les énoncés de théorèmes et des exercices ou problèmes, l'implication précédente 
apparait comme la contraposée de l'implication h,= (©) je h,; hs es he étant 


supposées vraies. Plus précisément, supposons, par exemple, que les seules hypothèses 


spécifiques au théorème ou à l'exercice considéré soient h.,, h., h,, et que les autres 
P q 1? 2? 3? 


hu he #33 h, soient les hypothèses non spécifiques, c'est à dire toutes les propriétés 


supposées connues. On aura alors un énoncé du type : 


"Supposons h,, h, vraies. 
Démontrer que : h, — (©) ? 


On peut alors donner dans un énoncé d'exercice ou de problème une indication du 
type : "On pourra démontrer la contraposée de cette implication". Mais il est alors 
bien clair que l'indication essentielle est dissimulée :elle provient du rôle particulier 


qu'on fait jouer à h; dans la rédaction même de l'énoncé. En d'autres termes, si on 


essayait de démontrer (non (©) = non (H)) sans autre précision, ce serait certaine- 


ment plus compliqué. 
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Que fait-on quand on est réellement en situation de recherche, en 
dehors du cadre scolaire des énoncés de théorèmes ou d'exercices, et qu'on veut 
démontrer qu'une propriété (C) est vraie ? On peut essayer d'établir une suite 


Rs Pas de 


Me Pr, 


Vie 12, ob (P,etP, et … et P) = P,] 


P de propriétés telles que 


P, —% C 


c'est à dire, de manière symbolique 


« 


Si on ne peut passer!" ainsi de à on peut parfois essayer une 
? 
démonstration par l'absurde : on suppose H et (non ) et on arrive, après 
P ; 
plusieurs implications, à une "contradiction". Dans le cas particulier où la contra- 


diction est l'une des hyposhèses, (non h,) par exemple, et si, en plus, b, n'a pas 


DM LEE TR de. . Litétent Lit 


été utilisée dans la démonstration, on peut dire que la démonstration par l'absurde 


n'est autre que la démonstration de la contraposée de l'implication h,=—>(C) A 


h;;, h:; ee h, étant supposées au départ. Mais on ne peut voir apparaître cela que 


; lorsque la démonstration par l'absurde est terminée. Aînsi, contrairement au raison- 


nement par l'absurde, la notion de contraposée n'est pas un outil pour résoudre des 


problèmes. 


Est-ce à dire que, dans notre enseignement, cette notion est complète- 


ment inutile ? Pas vraiment. En effet, si on énonce certains théorèmes de cours sous 


D. 1, at 


la forme M, = (© ), les élèves connaissant la notion de contraposée savent qu'ils 


disposent aussi du théorème [(non (©) = (non h,] 


ddr | 


mes 7 LO Et #7 dé 
L 
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Exemple : Enoncé du théorème classique de comparaison des séries à termes 
positifs. 
(1) "Soient Æu, et Æv, deux génies à termes positifs telles que, 


pour tout nEN, u, < v,. Alors (Zv, converge) (Zu, converge)" 


Enoncé sous cette forme, on voit facilement, grâce à la notion de contraposée, 


qu'on dispose d'un autre théorème : 


(1') "Soient Zu, et Æv, deux séries à termes positifs telles que, poux 


tout neN, u, < v,. Alors (Zu, diverge) > (£v, diverge)" 


Précisons, dans le premier théorème, les hypothèses spécifiques et la conclusion. 
Il y a quatre hypothèses spécifiques h,; h; b:; hy ; 


h, : (Z ve converge) 
h, : (Van eN ,u 


h,:(WRenN,v > 0) 


n 

he À n 

4 (Vne N > U < 
Quant à la conclusion (©) , c'est la propriété : (Zu converge). Dans l'énoncé 

de ce théorème, h; joue un rôle particulier ; mais, dans la démonstration du théorème, 


cette hypothèse n'est pas plus importante que les trois autres hypothèses spécifiques 
ni, d'ailleurs, que les hypothèses non spécifiques dont on a besoin. On peut, bien sür, 


énoncer ce théorème sous d'autres formes, par exemple ainsi : 


(2) "Soient ŒEu, et Æv, deux séries à termes positifs telles que, pour tout 
. | 
# PE Un < Vn et telles que = v, converge. Alors £u, converge". 
(3) Soit À 


v, une #énie à termes positifs convergente et soit Zu une 


série numérique telle que, pour tout n€ N,u £u 
n n 


Alors (VnEe N, u, 20] —> Zu, converge. 


* On peut remarquer que l'hypothèse b; se déduit de h, et hy et est donc inutile. 


Cependant, usuellement, le théorème est énoncé sous la forme (1) : on préfère 
laisser une hypothèse redondante pour insister sur le fait que les séries sont à 
termes positifs. 7 


ee NS NES TS UT, 
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Sous la forme (2), les quatre hypothèses h,, h,, h,, h; jouent le même rôle. Sous 


la forme (3), c'est l'hypothèse h; qui joue un rôle à part. La contraposée de l'impli- 


cation (2) peut s'énoncer ainsi 


(2!) “Soit Zu, et £v, deux sénies numériques. On suppose que € u, diverge. 


ALors_ L'une au moins des quatre propriétés suivantes n'est pas vérifiée : 
(Æ v, converge), | Vn e NW, u, > 0), { Vn EN, vu, > 0), 
{ Vn EN, u. < v )". 

n n 


Enonçons la contraposée de l'implication (3). 
(3'] Soit Zv, une série à termes positifs convengente et soit Zu, une 


4énie numérique telle que, pour tout n EN, u, Ke V,- 








Alons : (Zu, divenge) > (TneN: u, < 0) 


Les théorèmes (2') et (3') ne sont pas très utiles. Ils sont pourtant obtenus, 


comme le théorème (1'), grâce à la notion-de contraposée. 


En définitive, cette notion, inutile pour résoudre effectivement un problème, peut 
parfois être utile pour obtenir, à partir d'un premier théorème, un second théorème 
intéressant. Mais, même dans ce cas, tout dépend de la manière dont a été rédigé 
le premier théorème. Signalons cependant un point qui peut nous encourager à utiliser 
cette notion : sur le plan logique, les élèves, en général, retiennent bien qu'une impli- 
cation (p= q) a même valeur de vérité que sa contraposée (non q = non p). Mais 


arrivent-ils toujours à écrire correctement la négation d'une assertion ? 


# 
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ANNEXE 3 


UN EXEMPLE D'UTILISATION DE LA METHODE DE RESOLUTION 
D'UN PROBLEME D'EXISTENCE ET D'UNICITE DU S$3 : 
DEMONSTRATION DE LA BIJECTIVITE ENTRE UN ESPACE DE HILBERT 


ET SON DUAL TOPOLOGIQUE 


(Théorème de Riesz) 


Rappelons d'abord l'énoncé de ce théorème : 


f soit H un espace de Hilbent sur K = R'ou € et soit H' 4on dual topologique, 
! 

! c'est à dire L'espace vectoriel des applications Linéaires et continues de H 
: dans K. Pour chaque a de H on note ba L'application de H dans K définie par 


4,1*) = x/a. 


… ALons : 4, € H' et L'application $ de H dans H' déginie par £{a) = 6 est 


k bijfective. 
Le seul point qui nous préoccupe ici est la démonstration de la bijectivité 


de f (on sait que, en plus, f conserve la norme et vérifie : f(x+y) = f(x) + f(y) et 


f(Ax) = X f(x)). 
Démonstration de la bijectivité de f 


Soit _u € H'. Il s'agit de démontrer qu'il existe un élément unique a de H tel 


que f(a) = u. Utilisons la méthode proposée dans le paragraphe 3. Il s'agit, rappelons-le, 


d'essayer de "mettre la main" sur le seul a possible par implications successives. 


TT DT 


"me don, | "| ÿ 
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Nous allons proposer une telle solution en essayant de préciser pourquoi il est assez 


naturel de penser aux diverses implications qui interviennent. 


On a d'abord, pour tout a de H : 


(f(a) su) —= a =u) æ(VxEH, x/a - u(x)) 


P, P, P; 


Ces deux premières implications sont en réalité des équivalences : on ne 


fait qu'utiliser les définitions de f, de £, et de l'égalité de deux applications. 


L'étape suivante mérite peut-être d'être introduite avec un peu plus de soin : 


+ 


comment obtenir des renseignements sur a à partir de la propriété P, ? Signalons 


4 
d'abord le point important suivant, que nous avons utilisé déjà dans les exemples traités 


dans le paragraphe 3 : 


L'énoncé de La propriété P; dont on dispose commence par " Y x E H". On doit 


Il donc, a priori, avoir présent à L'esprit que L'on peut particulanriser x comme bon 
[Lrous semble". 


Dans le cas qui nous intéresse, comment particulariser x pour pouvoir obtenir 
des renseignements sur a ? On va voir qu'ici on a vraiment peu de manières possibles 
de particulariser x (sans même se préoccuper de savoir si on obtient quelque chose 


d'intéressant sur a). En effet, la propriété P; fait intervenir un espace de Hilbert H 


absolument quelconque, et donc ne contenant a priori aucun élément particulier autre 
que 0, et une application linéaire u de H dans K. On voit immédiatement que, si on 


donne à x la valeur particulière 0, on obtient : 0 = 0, donc une telle particularisation ne 
donne rien d'intéressant. 


La question qui se pose alors est de savoir s'il existe d'autres éléments 
remarquables de H, sachant que, dans le problème qui nous intéresse, il est question 





M tnt matt ms nl LCL des LIL LR mm — — mn 
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d'une application linéaire u de H dans K. A ce stade de la réflexion, je considère qu'il 
est normal de penser aux éléments x qui appartiennent au noyau de u, c'est à dire 
dont l'image par u est égale à l'élément particulier O de K. 


Nous avons cru bon d'analyser et de détailler ainsi cette étape qui, en défi- 
nitive, est naturelle, car, on va le voir, les autres implications conduisant à l'unique 


élément a que l'on cherche seront encore plus naturelles. 


Plus précisément, on a, pour tout a de H : 


(v x EH, x/a=u(x)) —=(VxEKeru , x/a = 0) 


P3 P4 


Il est alors normal, puisque l'on cherche des renseignements sur a, de dire 


que, d'après Pa; a appartient à l'orthogonal du sous espace vectoriel Ker u, que nous 


noterons (Ker u. 


On voit donc apparaître Ker u. De quels renseignements dispose-t-on sur 
le noyau d'une forme linéaire continue ? Le cas où u est identiquement nulle se 
traite aisément : le seul élément a possible est l'élément a = 0 et on vérifie que 
l'on a bien fo = 0. Si u n'est pas identiquement nulle, on sait alors que Ker u 
est un hyperplan. Comme de plus u est continue, cet hyperplan, image réciproque _ : 
par u du fermé {0} , est fermé. Ker u jen un hyperplan, tous ses supplémentaires 
sont des droites vectorielles. Or (Ker u) en est un. En effet, dans l'espace de 


Hilbert H, puisque Ker u est un sous-espace vectoriel fermé, on a : 


H = Ker u € (Ker u) + 
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L 
En définitive a appartient à la droite vectorielle (Ker u) . Donc, pour déter- 


miner à, il suffit d'avoir sa composante dans une base quelconque de (Ker de . Soit {b} 

une base de (Ker Va (c'est à dire que b est un vecteur non nul). a est de la forme 

Nb. On est donc ramené à déterminer l'unique valeur possible du réel À tel que : 
VxEH, x/Xb = u(x) 

c'est à dire: Vx£€H, NX (x/b) = u(x). 


Il suffit, pour avoir À, de pouvoir diviser par le nombre (x/b). Il est donc 
normal de prendre pour x un élément tel que x/b ne soit pas nul, c'est à dire n'importe 
quel x n'appartenant pas à Ker u. Or, ici, il y a un élément "privilégié" qui n'appar- 
tient pas à Ker u : c'est b. 


On obtient, pour x = b : 


____u(b) 
_ Z 
[Ib|] 
On démontre donc ainsi qu'il y a au plus un élément a possible : a = u(b). 





LL 
où b est un vecteur non nul de (Ker u) . 


Démontrons que, réciproquement, cet élément x convient, c'est à dire que : 


YxEH, (x/ Àb) = u(x). 


+ 


Tout x de H s'écrit de manière unique x = X1 + Xo où x, E Ker u et 


s1 1 
X) € (Ker u) c'est à dire X, = pb. 
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On a alors, 


x/ Àb 


À Gb) = XL G/b) + (x,/b)] 





= 2 
| Xx,/b) = UE) (x,7b) = me LL (pb) 
? Héte Ce |1b112 


Or u(x) = u(x,+x,) = u(x,) = pu(b) 


Remarques 


1: Nous avons cru bon de détailler la démonstration, mais aussi d'essayer de justifier 
comment chacune de ses étapes peut être trouvée. Dans un cours, certaines de ces justi- 
fications pourraient bien sûr être données oralement. La démonstration serait alors 
nettement plus courte. 


2. À ma connaissance, cette démonstration n'est jamais faite ainsi dans les livres 
usuels (cf, par exemple le cours de topologie de Choquet, les "fondements de l'analyse 


moderne" de Dieudonné, le "cours de l'APM éléments de topologie" de Revuz, le livre 


"real and complex analysis" de Rudin) : on ne dit pas comment on fait pour chercher 


et trouver a. 


3. En analyse fonctionnelle, pour démontrer que deux espaces sont isomorphes, 


la bijectivité peut très souvent se démontrer, de manière naturelle, en utilisant cette 
méthode. 
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ANNEXE 4 


QUELQUES REMARQUES SUR LES TYPES DE PROBLEMES 
POSES AU BAC C ET DANS LES CONCOURS D'ENTREE 


AUX GRANDES ECOLES SCIENTIFIQUES 


Nous allons indiquer dans cette annexe les résultats d'une analyse du type 
de problèmes posés au bac C en 1984 et dans les principaux Concours d'entrée aux 
Grandes écoles scientifiques en 1985. Plus précisément, nous avons classé les diverses 
questions posées en deux catégories : celles où la conclusion est connue et celles où 
elle ne l'est pas (cf. chapitre 1). Rappelons que nous appelons ‘question " toute 


demande nécessitant une réponse de l'élève (dans un même alinéa d'un énoncé, il peut 


donc avoir plusieurs questions au sens où nous l'entendons). 
y 


PR. 


EPREUVES DE MATHEMATIQUES DU BAC C 1984 


QUESTIONS POSEES 








Conclusion Conclusion 
Nbre total connue non connue 
Aix en Provence 35 14 21 
40 % 60 * 
Amiens 34 13 21 
38 % 62 % 
Besançon 32 15 17 
47 % 53 % 
Bordeaux 28 9 19 
32 % 68 % 
Corse 38 17 21 
45 % 55 % 
Montpellier 30 9 21 
30 % 70 % 


l 


Orléans 


D 
[e +) 
[= 


ww 
gi 

(eo) 

[S) 

S 

2 

I 

u) 

æ 


32 % 68 % 

31 12 19 
39 % 61 % 

Toulouse 40 13 27 
32 % 68 % 


TOTAL 


N.B : La durée de chaque épreuve est de 4 Heures 
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CONCOURS D'ENTREE AUX GRANDES ECOLES (1985) 


EPREUVES DE MATH 


QUESTIONS POSEES 


CONCLUSION CONCLUSION 

SRE ONNUE _| NON CONNUE 
ULM Groupe A 
2éme composition 50 % 




















œ 
el 
&æ 













St CLOUD Math 1 93 % 
St CLOUD Math 2 
CROP Es à (4) 
St CLOUD 
Option Phys. 
POLYTECHNIQUE 
ler épreuve M' 

E 


POLYTECHNIQU 
2ème épreuve 


ENSI M 

lére épreuve 
ENSI M 
2ème épreuve 
ENSI P 

ENSI TA 
lére épreuve 
ENSI TA 
Zême épreuve 
us appli. (2H30) 
ENSI DEUG 
TO: T-A:L 


N.B. : La durée des épreuves est de: 4 heures, sauf mention explicite du contraire 
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EPREUVES DE MATH (durée 4H) : 


COMPARAISON BAC C - GRANDES ECOLES 


Nombre moyen Pourcentage moyen|Pourcentage moyen 
de questions posées |de questions où la |de questions où la 
par épreuve conclusion est conclusion n'est pas 
connue 


GRANDES ECOLES 
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Quelques commentaires 


Dans tous les sujets de Math. posés au Bac C en 1984, le nombre de ques- 


tions où la conclusion est connue est plus faible que celui où elle ne l'est pas. 


C'est l'inverse pour les concours d'entrée aux Grandes Ecoles : dans tous 
les sujets répertoriés sauf trois, il y a davantage de questions où la conclusion est 


connue. 


Le nombre moyen de questions posées par épreuve de 4 heures au Bac C 


et dans les concours d'entrée aux Grandes Ecoles semble être pratiquement identique. 


Remarque concernant les sujets de physique et de chimie 


Nous avons fait une analyse analogue pour les sujets de physique et de 
chimie posés au bac C en 1987 : sur 8 sujets (Lille, Paris, Amiens, groupe 2, groupe 3, 
groupe 4, Amérique du Nord, Polynésie), il n'y a que 9% de questions en Physique où 
la conclusion est connue et 4% en chimie. D'après l'analyse d'une dizaine de sujets 
de physique et de chimie posés à des concours d'entrée aux grandes écoles, il semble 


que, à ce niveau aussi, il y a très peu de questions où la conclusion est connue. 


[AN1] 


[AN2] 


[AN3] 


[AN4] 


[AR] 


[AU] 


[BAL] 


[BAR] 


[BL] 
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